I. Notation de la distance entre deux réels

1°¢ S Valeur absolue (3)

1°) Notation

La distance entre deux réalety est notéed(x;y) oud(y;x). On lit « distance entreety » ou
« distance entrg etx ».

Plan :

. . , 2°) Exemple
I. Notation de la distance entre deux réels ) P

On cherche la distance entre les nombres — 1 et 4.

Il. Notation de la valeur absolue d’un réel d(—1;4)= d(4;— ;: 4(_ ;: :

Il. Résolutions d’éguations et d’'inéquations aveales valeurs absolues en utilisant la définition 3°) Commentaires

Il N’y a pas d’ordre dans la notation pour écraelistance de deux réels. Pour désigner la distamtoe deux

IV. Propriétés (déja vues dans le chapitre précédén réelsx ety, on peut tout aussi bien écridgx ; y) ou d(y ; x).
En revanche, il y a un ordre dans le calcul. L#adise est égale au plus grand des deux nombres teqifus
petit.

V. Regle pour la résolution d’éguations et d’'inégutions avec valeur absolue

Il n'y a pas d'intérét & mettre dés le départ lesibres dans I'ordre dans la notatio(x ; y) .

VI. Résolutions d’équations et d’'inéquations aveces valeurs absolues par le calcul

Le résultat d’'une distance est toujours positihau

VII. Expression de la distance de deux réels & I'dé de la valeur absolue La distance entre deux réalsty est parfois appelée écart entre les néely.

1. Notation de la valeur absolue d’'un réel

VIII. Propriétés algébrigues de la valeur absolue

1°) Notation

La valeur absolue d'un réelquelconque est notée( \ . On lit « valeur absolue de».

Par définition, on af:x|=d(0;x).

2°) Exemples

| 2,54|= 2,5¢
|-57|=57
|-2/3]=2/3
16| - 5[5

x désigne un réel quelconque.

Dans ce chapitre, nous allons donner la notatichénaatique de la valeur absolue. Cela permettiexicté ‘ x+4 ‘ = valeur absolue de

plus commodément les calculs et les propriétés.



3°) Commentaires

o |l s’agit de la notation qui apparait a I'écrars dalculatrices Tl pour les modéles les plus récent

e Le résultat d’'une valeur absolue est toujourstijaai nul mais la quantité entre les barres péet gositive
ou négative.

vxeR |x|>0
| x| =0 si et seulement si=0

e On peut faire des calculs a I'intérieur d’'une valabsolue.
A mettre sur fiche :

f

nlme express de SGN qc

f

résultat positifioiu

11l. Résolutions d’éguations et d’'inéquations avedes valeurs absolues en utilisant la définition

1°) Exemple 1
Résoudre I'équatiopx|=3 (1).

(2) signifie que la distance entre xedst égale a 3.
d(0;x)=3

L’ensemble des solutions de (1) &t={-3 ;3.
2°) Exemple 2
Résoudre l'inéquatiohx | <2 (2).

(2) signifie que la distance entre Oxadst inférieure ou égale a 2.
d(0;x)< 2

L’ensemble des solutions de (2) &t=[-2;2].
3°) Exemple 3
Résoudre l'néquatiohx |>1 (3).

(3) signifie que la distance entre Oxedst strictement supérieure a 1.

d(0;x)>1
-1 0 1
L 1
L J o
<
1 1

L’ensemble des solutions de (3) &t=]-o; - UJ1;+ o[ .

IV. Propriétés (déja vues dans le chapitre précédén

On réécrit les propriétés de la valeur absoluetiivant la notation de la valeur absolue qui ad&ignée dans
le paragraphd .

1°) Propriété 1

X est un réel quelconque.

Ona:|-x|=|x]|.

2°) Propriété 2

x ety sont deux réels quelconques.

Ona:

| x|=| y| sietseulementsix=y oux=-y.

3°) Propriété 3

xsix>0

X six<0




Il faut vraiment retenir de manieére compléte cpttpriété.

Surtout ne pas écriréx \ = X OU — X car sans précision supplémentaire, cela ne vautliie.

Ne pas écrire non plysx| =+ x.
Donc ne pas retenir la propriété sous la fofmé= x ou — x ni sous la formé x | =+ x.

4°) Propriété 4

x est un réel quelconque.

\/?:‘x‘

On peut également noter que pour tout réek, on a :\ X \2 =x2.

V. Régle pour la résolution d’équations et d’inéqutions avec valeur absolue

1°) Enoncé

a est un réel strictement positif fixé.
| X |=a équivautaX =a ou X =-a.
| X |<a équivauta-a< X <a.

| X |>a équivautaX <-a ou X >a.

2°) Commentaires

Il est important de souligner qu’il s’agit chaquésfd’'une équivalence.

Ces propriétés se retiennent aisément si I'ontéterles images mentales associées en termestaecas

faites dans le paragraphe.

VI. Résolutions d’éguations et d'inéquations aveceb valeurs absolues par le calcul

1°) Exemple 1
Résoudre I'équatiohx—2|=3 (1).
(1) est successivement équivalente a :

X-2=3 ou x-2=-3
X=5 ou x=-1

L’ensemble des solutions de (1) &t={5;-1.

2°) Exemple 2
Résoudre l'néquatiohx-1|< 2 (2).
(2) est successivement équivalente a :

-2<x-1< 2
-1<x<3

L’ensemble des solutions de (2) &t=[-1;3].
3°) Exemple 3

Résoudre I'néquationx+4|>5 (3).

(3) est successivement équivalente a :

X+4<-50uUX+4>5
X<—-9 oux>1

L'ensemble des solutions de (3) &t=]-oo; - JUJL;+ .

VII. Expression de la distance de deux réels a I'dé de la valeur absolue

1°) Régle

La distance entre deux réels etb est donnée par la formuled (a; b)=| a-b|.

Onaaussid(a;b)=|b-a

En effet, b—a= —(a —b) et I'on sait qu'un nombre et son opposé ont la meabeur absolue
(vxeR |-x|=|x]).
On retiendra quia distance entre deux réels etb est égale § a—b|=|b-a].

2°) Démonstration
1* cas: a>b
d(a;b)=a-b

|a-b|=a-b



2°cas: a>b

d(a;b)=b-a

|a-b|=-(a-b)=b-a

Conclusion : Dans les deux cas, on al{(a;b)=| a-b|.

3°) Exemples

d(l;n):‘ 1—71‘
d(x;2)=| x-2|
d(x;-1 =] x+1

VIII. Propriétés algébriques de la valeur absolue

Les propriétés sont admises sans démonstration.

1°) Valeur absolue d’un produit

Pour tous réelsx ety, ona | xy |=| x [x| y|

La valeur absolue d'un produit est égale au produitles valeurs absolues.

2°) Valeur absolue d’'un quotient

[ x|

Lyl

Pour tous réelsx ety (y=0),ona:

< | x

La valeur absolue d'un quotient est égale au quoti des valeurs absolues.

e Cas particulier

Pour tout x#0,0na: \x\

3°) Valeur absolue d’'une somme (inégalité trianguiee)

e Régle

Pour tous réelsx ety, ona:| x+y|<| x |[+| y|.

La valeur absolue d’'une somme est inférieure ou élgaa la somme des valeurs absolues.

e En général, la valeur absolue d’'une somme n'est pa&gale a la somme des valeurs absolues.
Exemple :

x=5ety=-3

| x+y|=|5-3|=2
| x|+ y|=|5]|+|-3|=5+3=8

Les deux résultats sont différents.

e Lorsguex ety sont deux nombres de méme signe, ofa+y |=| x |+| y| (démonstration facile).



Le 20 septembre 2015
J'avais noté :
application de la propriéféx | =x si ...

| x|==xsi....

(2] | x[P=x?

Résolution de I'équatiohx |=m (E) olm est un réel donné.

On discute suivant le signe de

1% cas :m>0

L’ensemble des solutions de (E) &t {— m; m}.
2°cas:m=0

L’ensemble des solutions de (E) &t {0} .

3°cas :m<0

L’ensemble des solutions de (E) &t J.

Inéquations « casse-pieds »

| x|>met| x|<m

Histoire de la valeur absolue

o Livre Symbole ¢ S édition 2011 page 58 (Un peu d'histoire...)
Les différentes définitions de la valeur absolue

Jusqu’a la fin du XVIIf siécle, la notion de valeur absolue n’existe pa®re, mais les mathématiciens en
parlent implicitement en écrivant par exemple guiembre négatif est construit a partir « d’'un sigret

« d'un nombre », ou encore en parlant de « lanigta partir de zéro ». C’est le mathématicien Atigu
Louis Cauchy (1789-1857) qui introduit en 1821 deaept de valeur absolue dans son cours d'anag/se d
I'Ecole Polytechnique.

Avant la définition proposée par Cauchy, on digaitin réel était construit a partir « d’un signet> d’un
nombre ».
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