1% S | Exercices sur les relations métriques dans un triagie |

On appliquera les formules du cours en situation.

Soit ABC un triangle tel qu&B =5, AC=9 et BAC =60°.
Calculer BC (valeur exacte).

Soit ABC un triangle tel quAB =7, AC=4 et BAC=60.
Calculer BC (valeur exacte).

On considére un triangle ABC tel q@d =5, BC=4 et ABC =45,
Calculer AC (valeur exacte).

Soit ABC un triangle tel quAB =5, BC=7 et CA=6.
Déterminer la valeur arrondie au dixieme de la mesa degrés de I'anglgA\C:.

Soit ABC un triangle tel quC=9, ABC =65 et ACB=47.
1°) Calculer la valeur arrondie au dixieme de AB.
2°) Calculer la valeur arrondie au dixieme de AC.

[6] Soit ABC un triangle tel quAB =6, BC=8 et CA=4.
On note | le milieu de [AB].
Calculer CI (valeur exacte).

Soit A et B deux points du pldhtels queAB =6 .
Déterminer et tracer I'ensemtiedes points M du plaR tels que I'on aitMA «MB =16 .

Soit A et B deux points du pldhtels queAB =4,
Déterminer et tracer 'ensemtifedes points M du plaR tels que I'on aitMA? + MB 2 =20

@ Soit A et B deux points du pldhtels queAB =2.
Déterminer suivant les valeurs kifensembleE des points M du plaR tels que I'on aitMA? + MB 2 =K.

On considére un rectangle ABCD du pRn
Déterminer et tracer 'ensemtfedes points M du plaR tels queMA? + MB 2 =MC ?+MD 2.

Soit ABC un triangle quelconque.
On pose AB=c, BC=a, CA=bh.
On notem, , m,, m. les longueurs des médianes issues respectiveraents, C.

Démontrer que 'on am,?+m,2+ mf:%(aﬂbﬁcz).

Soit A et B deux points du pldhtels queAB =5.
Déterminer et représenter 'ensemBldes points M du plaR tels que I'on aitMA? + MB 2 <25 .

Soit ABCD un parallélogramme.
Démontrer I'égalitéAC® + BD* = 2( AB*+ AD?).
Indication : On note O le centre du parallélogramme. Ecriferiaule de la médiane dans le triangle ABD.

Cette formule s’appelle « relation d’ApolloniusEile exprime la propriété suivante : « Dans un
parallélogramme, la somme des carrés des longdeursus les cotés est égale a la somme des cesés d
longueurs des diagonales »).

Cette relation avait déja été démontrée dans Ipichaur le produit scalaire par une autre maniere

Ancienne version :

On pose AB-a et AD=b.
On notea la mesure en radians de I’an@/é\TD .

1°) Exprimer AC? en fonction de, b, a.

2°) ExprimerBD? en fonction de, b, a.
3°) Déduire des deux questions précédentes laoeldtApollonius.

On considere un triangle ABC tel @& =6 cm, AC =4 cm et BAC=70°.
Calculer I'aire du triangle ABC.

On considere un triangle ABC équilatéral de @féc R, ).
Calculer l'aire du triangle ABC en fonction de

On considére quatre points A, B, C, D du plan.

On note | et J les milieux respectifs [d&C] et [BD].

On poseS=AB? +BC?+CD?+ DAZ.

1°) Démontrer queS = 2BI? +2DI? + AC? puis queS = 41F + AC*+ BD?.

2°) En déduire qué&s > AC*+ BD?. Déterminer une condition nécessaire et suffispate qu'’il y ait égalité.

Soit A et B deux points & une droite.
Quel est le point M dB tel queMA? +MB ? soit minimale ?

Soit ABCD un parallélogramme.
M étant un point quelconque du plan, compavigs® +MC 2 et MB?+MD 2.

Soit ABC un triangle tel quAB =7, BC=5 et AC = 4.
Calculer le produit scalaire des vectedB et AC.



Corrigé

Dans les exercic et@ portant sur des calculs de longueurs et d’argges un triangle, il est intéressant
de faire les figures (sur papier en utilisant fegruments usuels de géométrie : regle graduégasm
rapporteur ou sur ordinateur & I'aide d’'un logicdelgéométrie).

On peut ainsi vérifier les résultats obtenus paaleul.

Calcul de longueur
Données :

ABC triangle

AB =5 AC

1]
(o]

Ou

Données :

BAC = 60°

ABC triangle avecAB =5, AC=9, BAC = 60°

Faire une figure soignée et précise (avec regléug® compas, rapporteur).

A

60°

(ABC n’est pas un triangle rectangle !)

Calculons BC.

D’'apres la « formule du c6té » (formule d’Al Kasbgns le triangle ABC, on a:

BC? = AB2 + AC?— 2x ABx AC x cos BAC
=25+ 81 2 5 % cos®

—25+81- Fx5x9x L

2
~106- 45
61

Donc (valeur exacte)

61 n'est pas un carré parfaifﬁ_l ne peut pas étre simplifié.
Remarques :

1. Avec la calculatrice, on trouveBC = 7,81024967.
Donc la valeur arrondie au dixieme de BC est 7,8.

On fait la vérification sur la figure.
2.0n pourrait aussi notek I'angle BAC car il n'y a pas d’ambiguité.
Calcul de longueur

ABC triangle

BAC =60°

Données :AB =7 AC=4

Calculons BC.

D’aprées la formule du cété dans le triangle ABCaan
BC? = AB?+ AC2—2x ABx AC x cos BAC

=49+ 16— 56<co s6°

=37

Donc (valeur exacte).



Remarque : Calcul d'angle

Avec la calculatrice, on obtie8C = 6,0827625.. Données :AB =5 BC=7 CA

Il
(2}

Donc BC~ 6,1 (valeur arrondie au dixieme). Cc
On fait la vérification sur la figure.
Calcul de longueur

ABC triangle

Données :AB=5  BC=4  ABC=4% 6

A 5 B

Déterminons la valeur arrondie au dixieme de la mese en degrés de I'angleBAC .

D’apres la formule du c6té dans le triangle ABGitfale d’Al Kashi), on a :

B .
BC? = AB®+AC?-2x ABxAC xcosBAC.
Calculons AC. o )
Cette égalité donne successivement :
D’aprées la formule du c6té dans le triangle ABCaan -
AC? =BA?+BC2-2x BAxBCx cos ABC 7" =5+ 6"~ 2« 5¢ 6c cosBAC
=25+16- 40«co s &° 49= 25+ 36- 60 cosBA(
~25¢16- 032 00x cosBAC L1
2 cos BAC=—
=41-20/2 60
cos BAC= 1
Donc‘ AC =+41-20/2 ‘(valeur exacte) 5
Commentaires : On évite d'écrireBAC = cos‘l[%j (valeur exacte)

1. On obtient un résultat qui est égal a une « rag@eacine ». Ce résultat n’est pas simplifiable.
notation utilisée au collége par analogiecala calculatrice

2. Avec la calculatrice, on obtie®tC = 3,56591205. -
On vérifie sur la figure. En utilisant la calculatrice, on obtieBAC = 78,46304009..

donc| BAC ~78,5° | (valeur arrondie au dixieme)

On vérifie le résultat sur la figure en mesuraangleB/A\C a I'aide d’un rapporteur.



Remarques :

1. On peut calculer les mesures des autres anglggdgle ABC en réutilisant la formule d’Al Kashi.

2. En notan® la mesure en radians de I’angfelTC, on peut écrired :Arcco{%j (6 est égal a I'arccosinus de

1
5)

Autre fagon : ou I'on travaille un peu plus en liteéral

D’aprés la formule du c6té dans le triangle ABCaan
BC? = AB2+AC?-2x ABx AC x cos BAC.

Donc 2x ABx AC x cos BAC= AR + AC?— BC

- 2 2 _per2
cos BACZM
2x ABxAC
_ 49+ 25-36
2x5x 6

Fin idem.

Calculs de longueur

ABC triangle

Données :BC=9 ABC=6%  ACB=47

C
47°¢
? 9
65°
A ? B
1°) Calculons AB.
On utilise la loi des sinus.
. BC AC AB BC AC AB I , N -
Ona:———=——=—— (0u——==—-=——= car il n’y a pas d'ambiguité pour désigner
sinBAC sinABC sinACB sinA sinB sinC
les angles)
On a doncAB = w
sin BAC

Or BAC :180’—( ABC+ EC\A) (la somme des mesures en degré des anglesridngle est égale a 180)

=180 -1 »°
=68
Onadonc :AB = M (valeur exacte)
Sin 68

Avec la calculatrice, on obtie®tB =7,09911338...

Donc | AB =7,1| (valeur arrondie au dixieme).

On vérifie sur la figure.



2°) Calculons AC.

De méme, on aAC:BC_XL/néBC (ouAC:w3
sin BAC sinA
9x sin 65°
==———— (valeur exacte)
Sin68°

Avec la calculatrice, on obtie®®C =8,79735992...

Donc| AC = 8,8 | (valeur arrondie au dixieme)

On vérifie sur la figure.
Autre démarche possible :

AC AB

On pourrait écrire dés le débuig— =

Sin68° sin65° sin47

| Qu'appelle-t-on résolution d’'un triangle ?

I . )’ . . o
On dit que I'onrésout un triangle pour exprimer que I'on calcule les ores des cdtés et/ou des angles du

! triangle que I'on ne connait pas.

I Le terme « résoudre » pris dans ces sens |3, aggigin triangle, est un terme ancien, un peu t@nbé

| désuétude.

[6] Calcul de longueur
Données :

AB =6 BC

]
e}

CA

1]
SN

| : milieu de[AB]
Faire une figure codée soignée et précise.

Cc

(Cl) est la médiane issue de C dans le triangle ABCmédiane relative au coté [AB]).

Calculons ClI.

On utilise la formule de la médiane en situation.

2
D’apreés la formule de la médiane dans le triang&CAon a :CA% + CB? = 2CI2+%.

On obtient alors successivement :

2
4+ 8= 2CI2+%

80=2CFP+18
2CIP =62
cr -2

2
CI’P=31

D’ol ;| Cl =+/31 | (valeur exacte).
Remarque :

Avec la calculatrice, on obtierl@l =5,56776436..
Donc Cl » 5,6 (valeur arrondie au dixiéme)

On fait la vérification sur la figure.



Figure :
Autre fagon de faire le calcul :

AB =6
| est le milieu de [AB] donc d’aprés la formule ldemédiane : Faire une figure codée soignée.
2 Ne pas marquer le point M sur la figure.

CA2+CBZ:2CI2+% P a P g
donc 2CF = 64+ 16—3—26
d’otl 2CF° = 62

CI’=31
doncCl=+/31.
Recherche d’'un ensemble de points (ou lieu géomégtie)
L’ensembleE est le cercle de centre | (milieu de [AB]) et dgan 5.
On utilise une formule de la médiane.
Solution détaillée :
AB =6
Déterminons I'ensembleE = {M € P/MA «-MB =16} .
1% partie : autre expression du premier membre Attention aux conclusions fausses :
Soit | le milieu de [AB]. « L’ensembleE des points M du plan est le cercle de centraleetiyon 5. »
D’aprées I'une des formules de la médiane, Faux : en effet, 'ensemble des points du plan.e$& plan.

AB?

e .
YMeP MA «MB =MI"- « L’ensembleE des points M du plan tels qu#A «MB =16 est le cercle de centre | et de rayon 5. »

DoncvYMeP MA -MB =MI2-9 )
Juste mais trop long.

2° partie : chaine d’équivalences (on peut remplacer les «eti seulement si » par le symbole

d'équivalence) Recherche d’'un ensemble de points (ou lieu géomégtie)

M e E si et seulement SVIA -MB =16
si et seulement MI> -9 =16

si et seulement ®1? =25
si et seulement Bll =5

AB =4
Déterminons I'ensembleE = {M e P/MA 2+MB 2 =20 }

1% partie : autre expression du premier membre

3% partie : conclusion ; identification de 'ensemble Soit | le milieu de [AB].

D’apres la formule de la médiane,

2
L’'ensembleE est le cercle de centre | et de rayon 5. YMeP MAZ2+MB2=2MI 2+ AB

DoncVMeP MAZ?+MB?=2MI?+8

Pour indiquer le centre du cercle, M est varialoieadl est le centre (c’est un point fixe).



2° partie : chaine d’équivalences

M € E si et seulement A2 +MB ? =20
si et seulement 8MI%+8 =20
si et seulement M1% =6
si et seulement Bl = \/5

3° partie : conclusion ; identification de I'ensemble

L'ensembleE est le cercle de centre | et de raya%.

Tracé

Construction d'un segment de Iongueur\/g (connaissant un segment de longueur 1 pour I'unitée
longueur choisie).

On désire une construction exacte a la régle nadugre et au compas (sans utiliser une valeur apfeate
J6 sans utiliser de regle graduée bien entendu).

Il'y a plusieurs idées possibles.

Elles sont, en gros, de deux types : constructiceti®, construction itérative.

1. Premiere idée : écrire 6 comme somme ou commefdrences des carrés de deux entiers naturels
(« carrés parfaits)

6=.2+.2 (pas possible d’écrire 6 comme somme de deuggalrentiers naturels)

6=..2-.2% (pas possible d’écrire 6 comme différence de deuxés d’entiers naturels)

Cette méthode n’aboutit pas.

2. Deuxiéme idée : utilisation de I'escargot de Pyagore

Réalisation de I'escargot de Pythagore avec un lagel de géométrie dynamique.
Faire une figure codée avec une macro (sur Cabmég#e ou sur Geogebra)
Les segments extérieurs sont toujours de longugur 1

3. Troisieme idée : utilisation de la méthode de Beartes

2
4. Quatriéme idée : utilisation de I'égalité6 = 2° +(J—2)

On sait construire un segment de Iongue@ré la regle et au compas (hypoténuse d’'un triaregiangle
isocele dont les cotés de I'angle droit ont pougleeur 1).

On construit un triangle rectangle dont les cogsahgle droit ont pour longueurs 24p.

Avec la calculatrice, on obtien@: 2,44948974. ce qui permet éventuellement de vérifier la cartsion
effectuée.



[9]

AB =2
Déterminons I'ensembleE = {M e P/MA?+MB 2= k}.
Déterminons suivant les valeurs du réet 'ensembleE.

1% étape :réduction de la somme du membre de gauche

Soit | le milieu du segment [AB].
D'aprés la formule de la médiangM e P MA?+MB 2 =2MI *+
Or AB=2 doncYM e P MAZ+MB?2=2MI| 242 .

2° étape :recherche de 'ensembl&

MecE < MA2+MB?=k
< 2MIZ+2=k

s wmiz=K2

3° étape :nature de 'ensembleE suivant les valeurs dek
. k-2
On regarde le signe deT .

Discussion surk :

e Sik<2, alors <0.
Dans ce casE=J .
e Sik>2, alors—=>0.
k-2
DanscecasM c E < Ml = T
k-2
E est le cercle de centre | et de ra >

eSik=2, anrs%:O.

DanscecadM e E & MI =0

< M=I

E est le singleton {I}.
(On peut parler de maniére abusive de « cercletpdin

AB?

Complément de vocabulaire :

On peut dire que I'ensembieest la ligne de niveaude I'application du plaf dansR définie par
f(M)=MAZ+MB 2.

Le réelk est un paramétre.

ABCD : rectangle

Déterminons I'ensembleE des points M du planP tels que MA?+MB 2 =MC 24MD 2.
E={MeP/MA’+MB *=MC *+MD?}

18 partie : autres expressions des deux membres

Soit | le milieu de [AB] et J le milieu de [CD].

D’apres la formule de la médiane,

2
YMeP MAZ?+MB?=2MI 2+AB

2
YMeP MC®+ MD2=2M\]2+CD

2° partie : chaine d’équivalences

M € E si et seulement A2 + MB >=MC > +MD ?

2 2
si et seulement 8MI% + 2B~ _oma7 ¢ cb
si et seulement 8MI% =2MJ? @B =CD car ABCD est un rectangle)
si et seulement Bl1Z =MJ? (on divise les deux membresd)ar

si et seulement Bl =MJ

3¢ partie : conclusion ; identification de I'ensemble

L’ensembleE est la médiatrice de [1J].




Tracé

ABC : triangle quelconque
AB=c
BC=a

CA=b

m, :longueur de la médiane issue de A
m, : longueur de la médiane issue de B
m. : longueur de la médiane issue de C

. 3
Démontrons que Fon a:m,”+my*+m.*==(a’+b’+ cz) .

On noteA', B', C' les milieux respectifs de [BC], [CA], [AB].

Figure

En appliquant trois fois la formule de la médiame pobtient :

2 2 .2, BC? o2 2 2, & s 2 . &
AB®+AC*=2AA""+ soit c® + b* =2m, Y ou encore2m,“ =c“+b -5 ).
2 2 2 AC2 B 2 2 2 b2 2 2 2 b2
BA“+BC“=2BB T soitc® + a” = 2m, = ou encore2m,” =a“+c¢ 5 (2).
2 2 . AB’ 2 2 2, ¢ 2 _p2 » €
CA®+CB"=2CC Ny Soitb® + a® =2m, Sy ou encore2m.” =b" +a Y (3).
Par addition membre a membre des égalités (1)(3R)on obtient :
2 2 2 2 2. 2 &+b*+c?
2m,?+ 2m,* + am* = Aa’+b?+ ¢’ - —————
2
2 2 2
2(m?+mm?) - 380 EE
3(a®+b*+c?
D'ol mA2+rr}32+m:2:7( 2 )

Autre version :

2

D’aprés la formule de la médiane, o8> + AC* = 2m,” + BC que I'on peut aussi écrire

2
c*+b%*= 2mA2+%. Cette derniére égalité donne immédiaternnt’® = 20° + x?-a’ ().

Par permutation circulaire des lettres A, B, @,dt, ¢, on obtient :
4m? = 2c*+ 22’ -b? (2)
4m? =2a’+ D*-c? (3

Par addition membre & membre des égalit§s(2), (3), on obtient :
4m,* +4m,+ 4m* = da’+b’+c?).
A et B : points fixés du plaR tels queAB =5

Déterminons I'ensembleE des points M du planP tels que I'on ait MA 2 +MB ? <25 .
1% partie : autre expression du premier membre
Soit | le milieu de [AB].

D’apres la formule de la médiane,

AB?

YMeP MAZ+MB?=2MI*+

—omiz+ 2
2



2° partie : chaine d’équivalences

M € E si et seulement QMI2+%5<25

si et seulement 8MI? 2?5

si et seulement B11% < 275

si et seulement Bl < g

3° partie : conclusion ; identification de I'ensemble

L'ensembleE est le disque fermé de centre | et de ragon

On peut aussi dire que I'ensemBest le disque fermé de diamétre [AB] (crochetsgalbbires, le mot
diametre étant pris au sens de segment).
Dans ce cas, il n'y a pas besoin de préciser lgeen

On retiendra qu’on peut toujours définir un cepde un diameétre.

Figure

Il s'agit du disque fermé c’est-a-dire que les p®oilu cercle sont compris dans I'ensemble.
Cela est di au fait que I'inégalité est large.
Lorsque l'inégalité est stricte, on parle de disqueert.

Relation d’Apollonius
Nouvelle version :

On commence par faire une figure.

BD?

On aAB?+AD?=20A%+=— donc2(AB* + AD?)=40A?+ BD".

Comme O est le milieu deAC], AC = 20A donc2(AB®+AD?)=AC?+BD”.

Ancienne version :

ABCD : parallélogramme

AB=a
AD=b
BAD =«

o

LY 'V

A a B

1°) Exprimons AC? en fonction dea, b, o.

Dans le triangle ABC, d'aprés la formule du cotéac AC2 = a® +b?— 2ab cos B.

Or dans un parallélogramme, deux angles conséesuatifssupplémentaires doBc=n—o.
Par suite AC* = a*+b?—2abcoyn—a).

Or cog(n—o)=— cost.

On en déduit qué\C? = a®+b?+ 2abcosu .

2°) Exprimons BD? en fonction dea, b, .

Dans le triangle ABD, d’aprés la formule du coté,z0: BD? = a?+b? - 2ab cosA.
Donc BD? = a?+b?—2ab cosu .



3°) Déduisons-en la relation d’Apollonius.

AC?+BD?=a’+b?+2abcosy + a2 + b —2abcosy
=2(a2+b2)
=2(A|32+AD2)

Cette relation avait déja été démontrée dans lpichaur le produit scalaire par une autre maniére

On peut « vérifier » cette relation sur la figurereesurant les longueurs.

On applique la formule donnant I'aire d’un trianglgelconque connaissant les longueurs de deux ebtés
I'angle qu’ils forment.

Aee :%ABXAstin BAC

:%(6 cm)x(4 cmx sin70 (on peut incorporer les unités dans les calculs

=12sn 70 cm?® (valeur exacte)
Avec la calculatrice, on trouvE2sin 70 = 11,2763114.
On peut dire que la valeur arrondie au centiémiaite de ABC encn? est 11,28.

On considére un triangle ABC équilatéral de @bféc R’,).
Calculer I'aire du triangle ABC en fonction de

A :%xABxACxSin BAC

=%>< axaxsin60°

:}xazxﬁ
2 2
_a3
4

On considére quatre points A, B, C, D du plan.
On note | et J les milieux respectifs [d&C] et[BD].

On poseS=AB?+BC?+CD?+ DA?Z.

1°) Démontrer ques = 2BI? +2DI? + AC? puis queS = 41F + AC*+ BD?.
2°) En déduire qués > AC*+ BD?. Déterminer une condition nécessaire et suffispate qu'il y ait égalité.

B

1°) On applique la formule de la médiane dansriaadles ABC et BCD.

B

On applique ensuite la formule de la médiane damsdngle BDI.

B

2°) Une condition nécessaire et suffisante pouit git égalité est qudld = 0 c’est-a-direl =J ce qui signifie
que ABCD est un parallélogramme.



Soit A et B deux points @ une droite.
Quel est le point M dB tel queMA?+MB ? soit minimale ?

On note | le milieu d¢AB].

2
D’aprés la formule de la médianéM e P MA?+MB ?=2MI *+ AB”

On note H le projeté orthogonal de | sur D.
On sait que H est le point @kele plus proche de I.

DoncvMeD MI>MH .

Comme MI et MH sont des longueurs, ce sont des msitifs et on peut donc passer au carré darégkilité.

YMeD MI*>MH?2.

2
DoncvMeD MA?+MB?>2MH 2+%.

L’expressionMA? +MB ? est donc minimale pour M=H.



