. .. 2°) Soit f eE(E). Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
Exercices sur les espaces euclidiens (1) O fest symétrique

@ 1l existe une base orthonormée B de E telle que Mat, ( f ) est symétrique.

Le 5-10-2024 ® Pour toute base orthonormée B de E, Mat, ( ) est symétrique.
3°) Soit f un endomorphisme symétrique de E.

Exercices PSI Montaigne 5.18 et 5.49 importants a connaitre E=M (]R) ; L
" Démontrer que I'ona: Kerf =(Imf)".

Onpose & =M, , (]R) ou m et n sont deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 1. Soit E un espace euclidien

1°) Soit A =(ai,,-) et B= (bi,,-) deux éléments quelconques de & On dit qu’un endomorphisme f de E est antisymétrique lorsque, pour tout couple (x, y) de vecteurs de E, ona:
Veérifier que tr('AB) = E a b (f(x)] y):—(x‘ f(y)).

lsism Soit ue 2( E). Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
2°) Démontrer que I’application ¢ : &x& —R est un produit scalaire. @ uest antisymétrigue.

(A,B)»—»tr(1AB) @PourtoutXeE,ona:(x‘u(x)):o.

On notera ¢(A;B)=(A|B). (® Dans toute base orthonormée B de E, la matrice de u est antisymétrique.
Donner une base orthonormée de & pour ce produit scalaire et preci|+s.er la norme associée a ce produit scalaire. @ Soit n un entier naturel non nul fixé.
3°) On considére la matrice A =(aivj) de & définie par a, ; = (—1) ! et B la matrice de &dont tous les n
coefficients sont égaux a 1. E X =n
Les matrices A et B sont-elles orthogonales pour le produit scalaire considéré ? ) . . -
4°) On note U la matrice de & dont tous les coefficients de la premiére ligne sont & 1 et dont tous les autres Résoudre dans R" le systeme § .
coefficients sont nuls. § w2 =n
Déterminer I’orthogonal de U. '

5°) Dans cette question, on suppose que n=m. & désigne alors M, (]R) . =

a) Démontrer que pour tout Ae& ona: \ trA \ <.n tr(‘AA) . Caractérisation des projecteurs orthogonaux

, . . , . . , Soit p un projecteur d’un espace préhilbertien réel E.
?r?ator?cgggilriétfir:qsfégble des matrices scalaires, G I’ensemble des matrices diagonales, H Iensemble des Le but de I’exercice est de démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes.

Déterminer les orthogonaux de F, G, H. @ p est un projecteur orthogonal.

@ Pour tout couple (, y) de vecteurs de E, on a: (p(x)\ y):(x‘ p(y)).
Soit E un espace euclidien. Soit u et v deux vecteurs quelconques de E. &) )
Démontrer que u et v sont orthogonaux si et seulement si, pour tout réel t,ona |u+tv |>|u|. Pour tout x<E, ona: H P(x) H <[ x].-

1°) Démontrer que : @ < @,

Soit E un espace euclidien de dimension n. 2°) ) Démontrer que: @ = .
Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et F = (al, &y, ap) une base orthonormée de F.

On note P la projection orthogonale sur F.
1°) Rappeler I’expression de P(x) pour x € E quelconque.

b) On va démontrer par contraposée que @ = @.
On suppose que p n’est pas orthogonal. 1l existe donc x e Im p et y e Ker p tels que x ety ne soient pas

orthogonaux.
2°) Soit B une base orthonormée de E. On pose A= Mat, (.%). Démontrer qu’il existe un réel 2 tel que | p(x+2y) [ >] x+2ay|.
Démontrer que Mat, (P)=A'A. Indication : On pourra utiliser le résultat de I’exercice | 2|:
E Soit E un espace euclidien. Soit E un espace euclidien. Soit u et v deux vecteurs quelconques de E.
On dit qu’un endomorphisme f de E est symétrique lorsque pour tout couple (x, y) de vecteurs de Eona: u et v sont orthogonaux si et seulement si, pour tout réel t, on a H u-+tv H > H u H )
(FOAlY)=(x] F(¥))-
Conclure.

1°) Soit f une application de E dans E telle que pour tout couple (x, y) de vecteurs de E on ait :

(FOAlY)=(x] F(¥))-

Démontrer que f est linéaire.



On note B la base canonique de R,
Onpose u=(1;2;1), v=(1;0;1) et w=(-1;1;0).
Déterminer la matrice du produit scalaire dans B pour que (u, v, w) soit une base orthonormée.

@ Soit E un espace euclidien.
Soit f un endomorphisme de E tel que pour tout couple (X, y) de vecteurs de E on ait :

(x| y)=0 = (f(x)‘ f(y)):O.
1°) Soit u et v deux vecteurs unitaires de E.
Démontrer que | f (u) =] f(v)|-

2°) En déduire qu’il existe un réel o.> 0 tel que pour tout x e E, on ait | f (x) |=a x .

Soit E un espace euclidien.
Démontrer que : V(x;y;z)eE® |x—z['< Z(H x—y |+ y-z Hz)

Soit a et b deux réels tels que a <b.
On note f une fonction continue sur I’intervalle [a ;b] et strictement positive sur ]a; b[.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note ¢ I’application sur (R[X ])2 telle que pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X ] on ait :
b

cp(P,Q)=.[ P(t) Q(t) f (t) dt.

1°) a) Justifier que @(P, Q) est bien défini pour tout couple (P, Q) d’éléments de R[X].

b) Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X | (¢ est appelé produit scalaire intégral de poids f).
¢(P,Q) seranoté (P|Q) dans lasuite de I"exercice.

2°) On note (Pk )keN la famille orthogonale obtenue a partir de (Xk )keN selon le procédé d’orthogonalisation de

Schmidt.

a) Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, .

b) Etablir que, pour tout entier naturel k >1, Vect(R,) L ]RH[X].

c) Démontrer que, pour tout entier naturel k >1, B, admet au moins une racine réelle dans ]a; b .
b

Indication : Considérer .[ R.(t) f(t) dt.

d) On suppose que B, admet p racines réelles distinctes x,, X,, ..., X, dans Ja;b[ avec p<k.

Ecrire la décomposition en polynémes irréductibles de P, ; calculer (Pk ‘ (X =x)(X —xz)...(x —xp)).
e) Démontrer que, pour tout entier k > 2, il existe un couple (ak, Bk) de réels tel que I’on ait :

P =(X +0oy )Py +BcPs-

Indication : On pourra considérer, pour tout entier k > 2 et pour tout i € [[O k- 2[[ , le produit scalaire
(|=>k - XP., | Pi).

3°) Soit n un entier naturel non nul.
b

Déterminer P e R [X] tel que .[ ('t"+1 —'If’(t))2 f (t) dt soit minimale, puis déterminer la valeur de ce

a

minimum.

On note E I"espace vectoriel des fonctions continues sur [0; ] & valeurs dans R.

1°) Démontrer que I’application ¢, : E2 SR est un produit scalaire sur E.

ki

(f,g)Hcpl(f,g)=.[ f(t)g(t) sintdt

0
2°) L’application 9, : E? - R est-elle un produit scalaire sur E ?

ki

(f.g)— (Pz(f,g)=.[ f(t)g(t) costdt

0

On note E I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0; x].
1°) Démontrer que I’on définit un produit scalaire sur E en posant pour tout couple ( f, g) d’éléments de E,

(1192 1000 &

T
2°) On note @, et @, les fonctions définies sur [0; =] par ¢, (t)=sint et ¢,(t)=cost.
On pose F =Vect(¢,, ¢,).
a) Démontrer que (¢,, ,) est une famille orthonormée de F.
b) On note p la projection orthogonale sur F.
Donner I’expression de p(f) pour f eE.

3°) Applications
a) Application 1
2

2
Démontrer que pour tout f e E,ona: U- f(t) cost dt] +U‘ f(t) sint dt] ggJ‘ I:f (t)]zdt.
0 0 0

Préciser le cas d’égalité.
b) Application 2

Déterminer inf 2.[ (xsint+ycost—t)2 dt.
0

(x,y)eR

Soita, b, ¢, d quatre réels tels que a<b et c<d.
Soit f une fonction continue surjective sur I’intervalle [a; b] a valeurs dans I’intervalle [c : d].

On note E I’ensemble des fonctions polynomiales a valeurs dans R.

On note o I’application définie sur E* telle que pour tout couple (P, Q) d’éléments de E on ait :
b

o(P.Q)= j B(F(1) G(1 (1)) dt.

1°) a) Justifier que ¢(P, Q) est bien défini pour tout couple (P, Q) d’éléments de E.

b) Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E (¢ est appelé produit scalaire intégral de poids f).
2°) On note ¢ I"application sur E? telle que pour tout couple (P, Q) d’éléments de E on ait :

k.

(p(P,Q):J‘ P(cost) Q(cost) dt.
0

a) Démontrer que ¢ est un produit scalaire.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique polyndme T, tel que pour tout réel x, on ait :

T, (cosx)=cosnx.



Indication : Transformer cos nx +cos[(n + 2) x] en produit.

c) Démontrer que la famille (T, ) est orthogonale.

Calculer la norme de T, en fonction de n.

La famille (T,) est appelée famille des polynémes de Tchebytcheff de premiére espece.

Soit E un espace euclidien.
Soit U et V deux sous-espaces vectoriels de E.

Démontrer que I'ona: E=UNV@(UNV) NUSUNV) NVeUNV*,

Soit E un espace préhilbertien réel.
1°) On considére p vecteurs e,, &,, ..., €, de E (p étant un entier naturel supérieur ou égal a 1) tels que pour

tout couple (i, j) d’entiers naturels distincts compris entre 1 et p au sens large, on ait : (ei e ) <0.
P P

On considere des réels 2,, &,, ..., A,. Onpose u = E A et V=Z\ Al
i=1 i=1

e Comparer les normes de u et v.

e En déduireque u=0 = v=0.

2°) Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie n> 2.

On suppose qu’il existe n+1 vecteurs e, e,, ..., &, de E tels que pour tout couple (i, j) d’entiers naturels

n+1
distincts compris entre 1 et n+1 au sens large, on ait : (ei e ) <0.
Démontrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de E.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2.
Soit ¢, e,, ..., €, N vecteurs unitaires de E tels que pour i # j H € —€; H =1

Démontrer que (e, e,, ..., €,) est une base de E.

Onpose E=R, [X] muni de sa structure canonique d’espace vectoriel (n désigne un entier naturel
supérieur ou égal a 2).
Soit (a,,a,, ..., a,) e R™ fixé.

1°) Démontrer que I"application (P, Q) — E E’m(ai)ém(ai) définit un produit scalaire sur E.

i=0
2°) Soit (R, B, ..., P,) la famille obtenue a partir de la base canonique (1, X, X") de E par le procédé
d’orthonormalisation de Schmidt.
Démontrer que Vk €{0,...,n} Vie{0,...,n} R"(a)=8,
3°) Déterminer la famille (P, P,, ..., P,) lorsque Vie{0,...,n} a=a (aeR fix8).

On se place dans I’espace vectoriel E =R* muni du produit scalaire euclidien canonique.
On note F le sous-espace vectoriel de E formé des éléments (x,, X,, X,, X,) tels que x +X, =X, + X+ X, =0.
On note p la projection orthogonale sur F.

1°) Déterminer une base de F*.
2°) Déterminer la matrice de p dans la base canonique de E.

Dans tout I’exercice, on se place dans I’espace vectoriel E =R* muni du produit scalaire euclidien
canonique.

On note F le sous-espace vectoriel de E formé des éléments (x;, X,, X;, X, ) tels que X, +X, + X, +x, =0 et
X, —X, +%—X, =0.

On note p la projection orthogonale sur F.

Déterminer la matrice de p dans la base canonique de E.

On pose E = C? ([O ;l], R) muni de sa structure canonique d’espace vectoriel.
1

1°) Démontrer que (f | g) =J. (f(t)g(t)+f'(t)g'(t)) dt définitun produit scalaire sur E.
0

2°) Onpose F={f eE/f(0)="f(1)=0} et G={f cE/f"=f}.
a) Démontrer que pour tout élément f de E et tout élément g de G, ona (f | g)=f (1)g'(1)- f(0)g'(0).
b) Démontrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires et orthogonaux.

c¢) Déterminer une base orthogonale de G.
3°) Préciser la projection orthogonale d’un élément h de E sur G.

4°) Soit (a,b)eR*. Onpose S, , ={f cE / f(0)=acet f(1)=b|.
1

Justifier I’existence de m, , =inf {J‘ |:(h(t))2 +(h'(t))2} dt,he Sa,b} et donner sa valeur.

0

Soit u, Uy, ..., U, nvecteurs d’un espace préhilbertien E.

n n
Démontrer que 'on a: Zuk = ZH u, || si et seulement si il existe un vecteur unitaire e € E tel que
k=1 k=1
vke{l...n} u.=|u,|e.
n

Indication : On pourra poser s = Zuk et e= is dans le cas ol s+ 0 puis on pourra calculer (s| e).
I's]

Soit E un espace euclidien de dimension n.
Démontrer qu’une famille (e, e,, ..., e, ) de vecteurs unitaires de E est une base orthonormée si et seulement si

n

pour tout vecteur ude Eona: |[u | = Z(u\ ei)z.

k=1

Soit E un espace euclidien de dimension n (n étant un entier naturel supérieur ou égal a 1) et
F = (al, a,, .., ap) une famille de p vecteurs de E (p étant un entier naturel supérieur ou égal a 1 quelconque).
P

On note u I"application qui & tout vecteur x de E fait correspondre le vecteur u(x)= E (x]a)a;.

i=0
1°) Démontrer que u est un endomorphisme symétrique de E (c’est-a-dire que u est un endomorphisme de E tel
que pour tout couple (x, y) de vecteurs de E on ait : (u(x)|y)=(x|u(y)).

X)

2°) Démontrer que pour tout vecteur x de Eona: (u( | x) >0.

Déterminer I’ensemble des vecteurs x de E tels que (u(x)| x) =0.

3°) Déterminer le noyau de u. En déduire I’image de u.
4°) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur #pour que u soit bijective.
5°) On suppose que .#est orthonormée. Reconnaitre alors u.



version écrite le 25-1-2025

Soit E un espace euclidien préhilbertien et . = (al, &y, ap) une famille de p vecteurs de E (p étant un entier

naturel supérieur ou égal a 1 quelconque).
P

On note u Iapplication qui & tout vecteur x de E fait correspondre le vecteur u(x)= E (x]a)a;.

i=0
1°) Démontrer que u est un endomorphisme symétrique de E (c’est-a-dire que u est un endomorphisme de E tel
que pour tout couple (x, y) de vecteurs de E on ait : (u(x)| y)=(x|u(y)).

y
2°) Démontrer que pour tout vecteur x de Eona: (u(x | x) >0.

Déterminer I’ensemble des vecteurs x de E tels que (u(x)| x) =0.

3°) Déterminer le noyau de u.

4°) Quelle inclusion peut-on écrire entre Im u et Vect %7

5°) On suppose dans cette question que E est de dimension finie.

Quelle est I'image de u ?

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur #pour que u soit bijective.

6°) On revient au cas général ou E est de dimension quelconque et I’on suppose que #est une famille
orthonormée.

Identifier alors u.

On pose E =R, [X] muni de sa structure canonique d’espace vectoriel (n désigne un entier naturel
supérieur ou égal a 2).
Soit (a,,a,, ..., a,) e R™ fixé.

On consideére I’application ¢ : E> —— R

(P.0) = D P (a)Q" (x)
j=0
1°) Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2°) Soit (PO, (ST Pn) la base orthonormée de E déduite de (1, X,y X") par le procédé de Schmidt.
Calculer PkT”(ak).

3°) Déterminer B, pour a; = ja (distinguer lescas a=0 et a=0).

4°) Pour &, = ja, démontrer que Iskm(x): ﬁ: (x-ja) (0< j<Kk).

Soit E un espace préhilbertien. Soit u,, u,, ..., u, des vecteurs unitaires de E (n étant un entier naturel
supérieur ou égal a 1 fixé).

n
Démontrer qu’il existe une famille (¢,, ¢,, ..., €,) d’éléments de {—1;1} telle que E g, <+n.

i=1

Indication : Considérer des variables aléatoires de Rademacher R, R,, ..., R, deux & deux indépendantes

2
sur un espace probabilisé fini (€, P) puis considérer la variable aléatoire X = ZRiui .
i=1

On dit qu’une variable aléatoire Z définie sur un espace probabilisé (2, P) est une variable aléatoire de

Rademacher pour exprimer que I’ensemble des valeurs qu’elle prend est {— 1;1} etque

P(Z:—l):P(Z:l):%.

Le 5-12-2024

Soit E un espace préhilbertien. Soit u,, u,, ..., u, des vecteurs de E (n étant un entier naturel supérieur ou égal
a1 fixé). On note S I’ensemble des familles £ =(g,, ¢,, ..., &,) d’éléments de {-1;1}.

1°) Démontrer que ZH e +et +ovegy [ =27 ([ [P ], [, F):
geS
2°) On suppose que les vecteurs u,, U,, ..., U, sont de norme inférieure ou égale & 1.

n

En déduire qu’il existe une famille (&, €,, ..., €,) d’éléments de {-1;1} telle que E gu, |<~/n.

i=1

Version 2 : Soit E un espace préhilbertien. Soit u, u,, ..., u, des vecteurs de E (n étant un entier naturel
supérieur ou égal a 1 fixé).
On pose S = {—1;1}" (ensemble des n-uplets formés de 1 et de — 1).

1°) Démontrer que ZH s+ 5,0, oty [ =2 ([ [P, [, ).
eeS

Ju. [

ee{-1,1)"
2°) On suppose que les vecteurs u,, U,, ..., U, sont de norme inférieure ou égale & 1.

En déduire qu’il existe une famille (&, €,, ..., &,) d’éléments de {-1;1} telle que E gu, [ <+/n.

i=1

Soit n un entier naturel fixé.
Onpose E=R [X].Soit &, a,, ..., &, des réels.

1°) A quelle condition définit-on un produit scalaire sur E en posant (P.Q) = E = (ak)é(ak) ?
k=0
On suppose désormais que cette condition vérifiée.

2°) Déterminer une base de E orthonormée pour ce produit scalaire.
3°)Onpose F={PecE/ E P (a)=0;.
k=0

o Veérifier que F est un sous-espace vectoriel de E.

e Déterminer I’orthogonal de F.



D 5@

i=0

Jn+1

e Démontrer que pour tout S E ona d(S,F)=

On pose E=R" muni de sa structure canonique d’espace euclidien (n € N*) .

Déterminer la matrice dans la base canonique de E de la projection orthogonale p sur I’hyperplan

H= (Xi'XZ""'Xn)EE/ZXi =0¢.
i=1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose H =<M =(mivj ) eMm,(R)/

Calculer pour A =(aivj ) eI, (R) fixée le nombre &= hElrlfH Z (aivj -m, )2 .
1
1

<i<n
<j<n

On pose E =R* et I’on munit E de sa structure canonique d’espace euclidien.
On pose g =%(1,1, 11), e, =%(1, -11,-1)eteg, =%(1,1, -1,-1).

1°) Démontrer que la famille (e, e,, e,) est orthonormée.

2°) Déterminer les vecteurs e, de E tels que la famille (e, e,, e, e,) soit une base orthonormée de E.

On pose E =R* et I’on munit E de sa structure canonique d’espace euclidien.
On pose F={(X, X, X, X, ) €E/ X +X, +X,+X, =0 et X —X, +X,—X, =0}.
1°) Former une base orthonormée de F puis la compléter en une base orthonormée de E.

2°) On note p la projection orthogonale sur F.
Déterminer la matrice de p dans la base canonique B de E.

3°) Déterminer la distance de x=(1,2,3,4) aF.

On pose E =R* et I’on munit E de sa structure canonique d’espace euclidien.
Onpose ¢ =(1,0,0,0), e,=(0,1,0,0), e, =(0,0,1,0), ¢, =(0,0,0,1).
Onnote B labase (e, e, €;,¢,).

4 4
On pose F= (xl,xz,xg,x4)eE/in=0 et Zixi=0 .
i=0 i=0

On note s la symétrie orthogonale par rapport a F.
Déterminer la matrice de s dans la base B.

On pose E=90, (R) (n est un entier naturel supérieur ou égal a 2).

1°) Démontrer que I’application ¢ : ExE >R est un produit scalaire.
(A,B) > tr('AB)

2°) On note F I’ensemble des matrices diagonales d’ordre n.

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer F*.
Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique de E.

Onpose & =M, (]R) (n est un entier naturel supérieur ou égal a 2).
1°) Soit A et B deux éléments quelconques de &

Veérifier que tr('AB) = Z a b,

1<i<n
1<j<n

2°) Démontrer que I’application ¢ : & x& — R est un produit scalaire.
(A, B) — tr('AB)
Donner une base orthonormée de &
3°) On note F le sous-espace vectoriel de & constitué des matrices symétriques et G le sous-espace vectoriel de
& constitué des matrices antisymétriques.
Démontrer que F est I’orthogonal de G.
4°) Soit A une matrice de &
Déterminer la projection orthogonale de A sur F et la projection orthogonale de A sur G.

5°) Soit A =(aivj) une matrice fixée dans &

, . . 2
Déterminer inf E (a;-m ;).
MoF SRS
1<i<n
1<j<n

Soit n un entier naturel fixé supérieur ou égal & 2.
On pose E =901, (]R) que I’on munit de sa structure canonique d’espace vectoriel.

On considére le produit scalaire défini sur E par (A| B) = tr(1AB).

0100
0 .0
On pose U= .
00 01
1000

1°) Démontrer que la famille % =(In, u,u?, ..., U"’l) est orthogonale.
2°) Calculer || U* | ou k est un entier naturel quelconque.

3°) On pose F =Vect ¥ .

Soit V I’élément de E dont les coefficients sont égaux a 1 sur la premiére ligne et nuls en dehors.
Déterminer la meilleure approximation W de V par un élément de F et calculer la distance de V a F.
Que se passe-t-il si la ligne de 1 n’est pas forcément la premiere ligne mais une ligne quelconque de la
matrice ?

On note E I’ensemble des fonctions définies sur I’intervalle | =[-1;1] & valeurs dans R continues sur I.
On munit E de structure canonique d’espace vectoriel.

On note F le sous-espace des fonctions paires définies sur | a valeurs dans R et G le sous-espace des fonctions
impaires définies sur | a valeurs dans R.

Déterminer un produit scalaire sur E pour lequel F et G sont orthogonaux.

Onpose E=R, [X] muni de sa structure canonique d’espace vectoriel.
1°) Démontrer que I’on définit un produit scalaire sur E en posant .[ PxQ pour (P; Q) eE’.

fo:1

2°) Trouver une base orthogonale (HO, H,, H,, H3) de E telle que I’on ait degH, =k pour 0<k <3.



On se place dans un espace euclidien E de dimension n et on considere une base orthonormée (el,...,en) de
E.

1°) Démontrer que pour tout endomorphisme f de E, on a tr( "o f)= ZH f(e) H2 .
i=1
2°) En déduire que pour tout projecteur orthogonal p de E, on a ZH p(e) H2 =rgp.
i=1

On considére I’ensemble E =1, (R) muni de sa structure canonique d’espace vectoriel.
On considére le produit scalaire défini par (A| B) = tr(1AB) pour tout couple (A, B) d’éléments de E.

On note

la norme associée a ce produit scalaire.

Soit F I’ensemble des éléments de E tels que la somme des coefficients de chaque colonne soit égale a 1.
Déterminer la valeur minimale de | A || pour A e F et préciser la matrice A qui réalise ce minimum.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

On considére I’ensemble E =9t | (]R) muni de sa structure canonique d’espace vectoriel.

On considére le produit scalaire défini par (A| B) = tr(1AB) pour tout couple (A, B) d’éléments de E.
On note

Soit F I’ensemble des éléments de E tels que la somme des coefficients de chaque colonne soit égale a 1.
Déterminer la valeur minimale de | A || pour A e F et préciser la matrice A qui réalise ce minimum.

la norme associée a ce produit scalaire.

Soit f une fonction définie et de classe C' sur un intervalle | = [a;b] (a<b) avaleurs dans R.

Démontrer que I’on a: \/Ib[f(x)]z dxX\/Ib[f'(x)]z o> ‘[f(a)] ;[f(b)] ‘ .

a a

Préciser le cas d’égalité.

Soit E un espace préhilbertien réel. On considére n vecteurs e, e,, ..., €, de E (n est un entier naturel
supérieur ou égal a 1).

n n

Comparer E (ui ‘ uﬁ(i)) et E H u, HZ ol & est une permutation quelconque de I’ensemble {1; 2; ...;n} .
i=1 i=1

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.

Indication : Utiliser en la justifiant I"inégalité 2(u|v)<| u I+ v

Soit E un espace préhilbertien réel. On considere trois vecteurs a, b, ¢ de E.
Démontrer que | a HZ +[|b HZ +) ¢ HZ >(a) b)+(b) c)+(c) a).

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.
Indication : Utiliser en la justifiant I"inégalité 2(u|v)<| u I+ v

On pose E =R" muni de sa structure canonique d’espace euclidien (n € N*).

Déterminer le projeté orthogonal du vecteur u=(11, ..., 1) sur I’hyperplan

H=1(X, Xy, X, ) € E/kak=0 .
k=1

Polynémes de Laguerre

1°) Démontrer que (f, g) — J‘ e f (t) g(t) dt est un produit scalaire sur R[x].
0

2°) Orthonormaliser la famille (1, X, xz) selon le procédé de Schmidt.

n —tgn
gletd(et)

3°) Démontrer que pour tout entier naturel n>1, L, (t) = e

est un polyndme de degré n et que ce

polynome est orthogonal a R, [X].

Calculer L, (0) et lanorme de L, . Conclusion.

On pose E = C([O ;1], R) muni de sa structure canonique d’espace vectoriel.

1
Pour (f,g)eE?, onpose (f |g)=J. f(t)g(t) dt.
0
1°) Démontrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2°) Onpose F={f eE/ f(0)=0}.
Déterminer I’orthogonal de F.
Indication : On pourra considérer la fonction g : x — xf (x).

Onpose | =[a;b] ot aet b sont deux réels tels que (a<b).

On note E I’ensemble des fonction continues sur | a valeurs dans R.

b
Pour (f,g)eE? onpose (f |g)=J. f(t)g(t) dt.
1°) Démontrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.
2°) Soit X, un élément fixé de 1. On pose F={f eE/ f(x,)=0}.
Déterminer I’orthogonal de F.

Indication : On pourra considérer la fonctiong : x — f (x)) X=X, )

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

n n
Soit (X, X, ..., X,) € R". On pose U = E X etV = E x2.
i=1 i=1

Démontrer que U 2.<nV de trois maniéres différentes :
o en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz ;

n
o en développant E (% —m)? ot m Y.
n
i=1

e en utilisant la convexité de la fonction « carré ».

Dans quel cas y a-t-il égalité ?

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Soit (Xl, Xy oeny Xn) eR" et (sl, €5y sn)e {—l,l}n.
2

n n
Démontrer que E.sixi <nx Exiz

i=1 i=1



Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

On pose E =R" muni de sa structure canonique d’espace euclidien.

Onnote x=(x) et y=(y,) les vecteurs de E ainsi définis: x, =1 et y, =(-1)
Déterminer I’écart angulaire des vecteurs x et y.

i-1

1°) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Soit a, ..., a, desréels.
2
n n
Démontrer que I’'on a E o; | <n E a;?
i=1 i=1
2°) Soit E un espace euclidien de dimension n. On considere une base orthonormée (e, e,,..., ¢,) de E.
. . . . . 1
Soit f,, f,, ..., f, nvecteurs de E tels que pour tout entier naturel i tel que 1<i<n onait | f H<T
n

Démontrer que (e, + f,, e, + f,, ..., e, + f,) est une base de E.
Indication : Pour démontrer la liberté, considérer une combinaison linéaire nulle, isoler les ¢, et les f,, utiliser
I’expression de la norme en base orthonormeée, I’inégalité triangulaire et la question précédente.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Soit u;, Uu,, ..., u, nvecteurs de E orthogonaux deux a deux et ¢,, ¢,, ..., €, nréels égauxaloua-1.

n n
On pose v = E u; et w= E gu; .
i=1 i=1

1°) Comparer les normes de v et w.
2°) On suppose que les u; sont de méme norme.

Est-il possible de choisir ¢, ¢,, ..., €, tels que v et w soient orthogonaux ?

Le mardi 4 février 2025 soir

Soit u et v deux vecteurs.
Démontrer que : u+v L u—v < uetvontlaméme norme

Soit u et v deux vecteurs. Soit a et b deux réels.
Onpose x=au+bv et y=bu+av.
Comparer les normes de x et y.

(x| y)=ab]u [ +ab| v +(a2 +b2)(u |v)>abfu+v I

Mathieu Cathala

Ex. 8 SF4 SoitEunespacepréhilbertienxeEetel,....en€ E,nonnuls.Onposesk= n i=1 |(ek |ei)|pourtoutke[0,n]. 1.
SoitAl,..., AneR.Montrer: n k=1 Akek 2< n k=1 A2 ksk

Indication:Appliquerl’inégalitédeCauchySchwarzdansRn2 . 2.a) Endéduirequepourtousil,...,AneR: n k=1
AK(X|eK)<IIxIl T 01 01 0 0 Oonk=12A2ksk [J 01 01 01 01 [ 1/2 b) Endéduire: n k=1 (x|ek)2 sk <[Ix|I2



Réponses

5°) b)
F=Vect (I,) donc F* = 1.~ = ensemble (sev) des matrices de trace nulle.
G= Vect( ) donc comme la base canonique de E est une base orthonormée (orthogonale suffirait),

G = Vect(EivJ. avec i = J) c’est-a-dire ensemble des matrices dont tous les coefficients sur la diagonale sont
nuls.

H=Vect(E, | +E,,)

L’orthogonal de E, | +E;; est I’ensemble des matrices dont les coefficients situés en i, j et en j, i sont en

somme nulle c’est-a-dire sont opposés.
On en déduit que H* est I’ensemble des matrices antisymétriques.

1°) version initiale
P

Démontrer que pour tout xe E, ona: P(x)= Z(ak | X)a,

2°) Zp:(akx)aﬁzp:(‘AxX)Aﬁifmx
Onpose B=(e,e,,....&,).

On pose A :(ai,j)'

a;=(ae)

terme (i, j) de MatB(P):(P(ej)\ ei)

terme (i, j) de Ma’tB(P)=Z(ak \ ei)(ak | ej)

3
= E O O g

k=1

Pour démontrer que @ implique @, utiliser I’expression matricielle du produit scalaire de deux vecteurs.

Utiliser la formule de changement de base pour un produit scalaire.

[ x=z[<[x=y]+]y-z]
Elever au carré.
Utiliser 2ab < a® +b? pour majorer le double produit.

N.B. : On n’utilise pas le fait que la norme dérive d’un produit scalaire.

[13]b) P(f)=(T|9,)0,+(f]0,)0,

3°) a) Application 1 : On utilise | P(

f)
(flo) +(f]o,) <] £ donc [iJ‘f ) cost dt] +[2J”f(t) sintdt] ézj‘n[f(t)]zdt

U: f (t)cost dt]2 (

smt dt] n.[ dt
2
b) Application 2

<[l

On pose u(t)=t.

k. k.

tcost dt et (u| (p2)=EJ- tsint dt.
T

0

6

2 2 2 1 . 2
— 2% 1 p(u)F =4+2C ; on doit calculer : _2
|u (u)| += ; on doit calculer (u] @) nJ‘

3’

0

ki

Pour cela, on peut calculer .[ te" dt=in—2.

0

(ufor) =~ et (ulo.) =2

Ontrouve: d(u;F)= %_§_4
T

1°) b) Il est important de remarquer que f n’est pas constante sur [a; b] puisque c<d.
U

E=UNVOUNY) NUSUNV) NVeunv:

\

[N
(o2}

1°) Comparons | u H et|v H

ZX el = inxj(ei|ej)

i=1  j=1
A jé‘% | (car vxeR x<|x|)

(e 1e;)<0 pour i= j donc A1, (g le;)>| 24| (e1e))

Jul=




2 Ci< C+C,+..+C,

P P P P P 2 P
ZZkikj(ei le;)> ZZ‘ 2 |(ele;) donc in e | > Z\ red Cre -t ¢
=1 j=1 1 j=1 T = 2 p+lt

i i 1

Onadonc | v||<|u]. Cs« C,———C,
+1
P P
Démontrons que si inei =0, alors Z\ A; |e,=0. Harmonsier les notations
i=1 i=1
p p Che C, —ﬁcl
Le résultat est évident d’apres la question 1°) : inei =0 donc Z\ A | &=0. n )
= T [18]2°) Ona: Z[P“)(ai)} =1 (1).

i=0
2°) On écrit une relation de dépendance linéaire de n vecteurs a coefficients réels. Cette relation de dépendance
linéaire est encore vraie avec les mémes coefficients mais en valeur absolue d’apres la question précédente.

Il faut démontrer que Vie {0, ..., n} Ism(ai):l.

On scalairise alors par le vecteur manquant et on conclut. En effet, grace a la relation (1), cela entrainera la nullité des autres dérivées en a, .
- - Comme degP =i, P est en fait un polyndme constant.
Ekiei=0:> E\ki\ei=0 gh i ! pyw
— — On effectue (P, |R,)=0 donc P, (a,)x P, (a,)=0
Z" P, (a,)x1=0
= ‘x’l ‘(eileml):o —
i=1 I:’n(o) (ao) =0

<0

-+ vie[tin] & -0 (R1R) =0 donc % (ay)xP® (a) R (@)x P (&) =0
e|(1; P =

0+1x5n(vl)(a1)=0
|&—¢; | =1 donne 1 +1-2(e |e;)=1 donc (e |ej)=%. P (a)=0

A8 +As8, +.t e, =0 On a une sorte de systeme trlﬂ;ulalre.

Y (0 Comme degP, =i,si j>i, PV (a)=0
1 . A - . L2
En scalairisant la relation on obtient un systéme linéaire qui s’écrit sous forme matricielle : A| : |= 3% On appll(iue la formule de Taylor pour les polyndmes et la relation de la question précédente.
(X-2a)
A, 0 P =
: k!
1 1 1
2 2 Les vecteurs v, =(1;-1;1;0) et v, =(-1;1; 2; 3) constituent une base de F.
% 1
A= v,'=(1;-1;1;0)
1 1 v,'=(-1;1;2;3)
- 1 =
2 2
1 1 1 F X +X,=0
2 2 Xy + X% +X, =0
2 2 -1 -1
Mat. b = 112 2 1 1
P75 11 3 2

-11 2 3



On passe par la matrice de la projection orthogonale sur F*.
Base orthogonale de F* : (1;1;0;0) et (-1;1;2;2)
Base orthogonale de F : u, =(0;0;-1;1) etu, =(-2;2;-1;-1)

o=V ¢ |- io

Autre version :

. {x1+x2=0
X, + X, +X, =0

(1;1;0;0) et (0;1;1;1) forment une base de F* non orthogonale.

On orthogonalise selon le procédé de Schmidt :
1 1.1
0;1;1;1)-=(1;1;0;0)=| —=;=:;1;1
(0:1:1:1)-30:1:0:0)=( - 1311
((1; 1;0;0); (-1;1;2; 2)) est une base orthogonale de F*.

(—LLl;lj:(O;1;1;1)—1(1;1;0;0)=(—1;1'1;1j
2 2 2 2 2

— X+ X, + 2% +2X,

X+t% 1.1-9- 10
P (1) = 5 22(1:1;0;0)+ - (-1:1;2;2)
2 -1 -1
2 2 1 1
Mata(B)=5 1 1 2 o
11 2 2
2 -2 1 1
-2 2 -1 -1
Mat, (B)== 13 o
-1 -2 3

Autre méthode : utilisation de I’exercice

A=Mat, (F) avec #: base orthonormée de F

F{x1+x2=0 @{xl=x3+x4
X, + X, +X, =0 X, == X3 — X%,

(Xi % %1% )=%(1;-1;1;0)+x,(1;-1;0;1)

((1; -1;1;0),(1;-1;0; 1)) est une base de F non orthogonale.

On I’orthogonalise : (1;—1;1;0)—%(1;—1;0;1):(%;—%;—%;1}.

La famille ((1; -1:1; O),(l; -1;-2; 3)) est une base orthogonale de F.

;—1;1;0),i(1;—1;—2;3)}

On normalise :
15

1
Nels

N
- Bl

|
Wﬁymﬁ‘
(6;] (6;]

-

A=Mat, (F)=

o &‘
&l

2 -2 1 1

A'A=Mat, (P,)= sz b

gl

1
1 -1 -2 3
Les vecteurs u, =(1;1;1;1) et u, =(1; -1;1; - 1) constituent une base de F*.

Onnote p' la projection orthogonale sur F*.

1010
Math'zlo 101
211 010
0101
1010 1 0 -1 0
110 1 0 1) 110 1 0 -1
Mat,p=1-= =—
2011 01 0| 2/-1 0 1 O
0101 0 -1 0 1

E est un espace préhilbertien (de dimension infinie).

2°)a) fg+f'g'="fg"+f'g'=(fg")’

¢) G est de dimension 2 donc finie.

On note o, et @, les fonctions définies sur R par ¢, (t)=¢' et ¢,(t)=¢"".
(1, @, ) est une base orthogonale (mais pas orthonormée).

3°) On utilise la base orthogonale de G que I’on a précisée a la question précédente.
(f \ (p1)= f(1)e—1f(0)et (f \(p2)= f(1)et-f(0)
P(f)=(f|o)o+(f|0,)0,

[P (D) =[F et O] o, [f+[F e =1 (O | . |

4°) On note u la fonction affine telle que u(0)=a et u(1)=bh.

On choisit une fonction affine car ¢’est une fonction simple.



On peut donner I’expression de u : u(t) :(b—a)t +a. Cette expression ne sert néanmoins pas dans la suite.

E,, =u+F (toutélémentde E_, s’écrit comme la somme de la fonction u et d’une fonction quelconque f
dans F).

E., est le sous-espace passant par u de direction F.

[Ty sty acior

On cherche inf | h HZ ou encore inf| f +u Hz
heE, » feF

On peut voir que cet inf peut aussi s’ écrire inf Ju-f Hz .
eF

Cette fois, on peut dire s’agit du carré de la distance de u a F qui est aussi égal au carré de la norme du projeté
orthogonal de u sur G.

On cherche donc le projeté orthogonal de u sur G en utilisant la question précédente.
Ps (u)=(be—a)g, +(be " ~a)o,

(a2 +b2)ch 1-2ab

m.. =
ab sh1

| =e*-1

Sens direct :

On suppose que : ZUk = ZH Uy |-
k=1 k=1
(sle)= ZUk e|= Z(uk\e) < ZH U | (inégalité de Cauchy-Schwartz)
k=1

k=1 k=1

(ste)=lsl=| D u
k=1
n n
Oor: Zuk =ZH u |
k=1 k=1

Donc Vk e{1,...,n} (uk\e) =|| u, |- Par suite, u, =| u, |e (égalité dans Cauchy-Schwartz : u, et e sont
colinéaires, de méme sens).

Voir exercice

1°) éventuellement ajouter :
Démontrer de plus que u est positif (c’est-a-dire que pour tout vecteur xde Eon a: (u(x)| x) >0).

2°) On pose F=Vect(a,).

OnaF cKeru de maniére évidente.

Réciproguement, si x est un vecteur de Ker u, alors (u(x)| x) =0.

On obtient une somme de carrés de réels qui est nulle donc chaque réel est nul.

On obtient Keru=F" .
On a également Im u =F (propriété des endomorphismes symétriques).
3°) u est bijectif si et seulement si la famille des a, est génératrice.

Voir TD 18 Anthony Mansuy exercice 18-12

N 2
X= ZRiui
i=0
=ZRiRj(ui\uj)

1<i<n
1<j<n

E(X)= Z E(RR,)(u]u)) (linéarité de Vintégrale)

1<i<n
1<j<n

Soit i et j deux entiers distincts compris entre 1 et n.
La variable aléatoire R,R; prend les valeurs 1 et— 1.

P(RR;=1)=P(R,=1)P(R; =1)+P(R,=—1)P(R;=-1) (indépendance des variables aléatoires deux
deux)

P(RR;=1)=

N~ &
+
FN

La variable aléatoire R;R; est donc une variable aléatoire de Rademacher.

Par conséquent, E(R,R;)=0.

On raisonne ensuite par I’absurde.



On suppose que pour toute famille (¢, ¢,, ..., &,) d’éléments de { 1;1},ona: Zs,u, >Jn.

On aurait alors Yo e Q X ()>n (car la famille (R, (®), R,(®),... R, (®)) est une famille d’éléments de

{-1;1).

Or par définition de I’espérance, ona: E(X) = Zx(m)x P({w}). On auraitalors E(X)>n.

®eQ

Le 5-12-2024

Soit E un espace préhilbertien. Soit u,, u,, ..., u, des vecteurs de E (n étant un entier naturel supérieur ou égal

a1 fixe).

On pose S = {—1;1}" (ensemble des n-uplets formés de 1 et de — 1).

1°) Démontrer que ZH e+ ot +ovegy [ =27 ([ [P, [, [F):

eeS

2°) On suppose que les vecteurs u,, U,, ..., U, sont de norme inférieure ou égale & 1.

En déduire qu’il existe une famille (&, ¢,, ..., €,) d’éléments de {—1;1} telle que E U, <.

i=1

Le mardi 3 décembre 2024

Pour tout élément e de S, on pose U, =gU +&U, +...+€U,.

Z_ZZ ZZ (uly)) Zﬂzgigj(“i'“j)

ef-1,1"

e(-1,1)" ee{-1,1)" i ee{-1,1" 1]

On effectue une inversion de somme.
i, j fixés
Soit € appartenant a S.

ee{-1,1)"
Cette somme vaut 0.

(]

Le 12-3-2025

€€

ee{-1,1)"
Onfixeietjtelsquei= j.

On pose S, ={seS/sisj =l} et'S, ={seS/sisj =—l}.
Démontrons que card S, =card S,.

On construitp: S, — S, bijective.

e ¢' définie par g, '=g, si k=i et g '=—¢;

D’ou card S, =card S,.

card S =27n ot
5 .

Complément : S, et S, constituent une partition de S. On a donc card S, =card S, =

geg;=cardS, —card S, =0

ee{-1,1)"

2°) On suppose par I’absurde qu’il n’existe pas de e S tel que Z.siui <+n.

i=1

Onaalors Vee$ E gu, | >/n.

Onadonc Vee$S E gu; || >n.

Alors

soit

2‘([ I L R 2]>nX2'(

<n

Absurde n<n



1°) On démontre d’abord la linéarité [(AP, Q) =1(P, Q) et (P,Q+R)=(P,Q)+(P, R)] et la symétrie
[(P.Q)=(Q,P)].

(19.Q)= Y7 (3)Q(a)= D _*P (3)Q(a)=%Y P (3)Q(a)=A(P.Q)

k=0 k=0 k=0
On démontre ensuite la positivité.
n B B n B .
(P, P)=ZP (ak)P(ak)=Z[P (a)] >0
k=0 k=0

n

(P, p)=0©2[i5 (a)] =0

& vke{0,...,n} p (a,)=0 (caron travaille avec des nombres réels)

On définit un produit scalaire si et seulement si les a, sont deux & deux distincts.
2°)
Une mauvaise idée consisterait a orthonormaliser la base canonique de E selon le procédé de Schmidt.

Une base orthonormée pour ce produit scalaire est constituée par les polynémes d’interpolation de Lagrange
associée a la famille (a,, a,, ..., a, ).

n

[To<=0  J]x-=)

On n’a pas besoin d’utiliser leur expression. Il suffit d’écrire fi(aj ) =3, ;.

Vérifions que (L,, L,, ..., L,) est une base orthonormée pour le produit scalaire.

(Li ‘ LJ)ZZG(%)XLNJ(ak)ZZSLkXaj,k

Déterminons I’orthogonal de F.

On pose Q =1 (polyndme constant).

PeF < E ls(ak) =0 (il faut interpréter le premier membre comme un produit scalaire d’ou I’introduction
k=0

du polyndéme Q)
< (P1Q)=0

Ona: F={PeR, [X]/(P|Q)=0} donc F =Q".

F* est donc I’ensemble des polyndmes constants, ¢’est-a-dire R [X].

a(s.F)=] b, )| - LC1L I

|2l Vn+1
On utilise le résultat suivant :
Soit H un hyperplan. On note a un vecteur non nul de H*. Autrement dit, H =(Vect a)i.

‘(x|a)‘.
[al

(attention a ne pas mélanger les différents p !)

Pour tout xeE, ona: d(x, H)=

(x]a)

2l

Onaeneffet p,,,(x)=

On éerit H=(L1,...1)" ou H = Vect(11,...,1)] .
Onpose u=(11,..,1).

H"=Ru

vxeE p,.(x)= (Xul uz) u (on notera que (Xul uz) est un réel)

On pose X = (X, X, ooy X, ) -
JulP=[(@2..2) =n

(XJu) =%+ X, +..+X,

>

VxeE p,.(x)= i:; u

La matrice de p,,, dans la base canonique est la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a
1

n

Mat, (p,,.)=1,—Mat, (p,)



La matrice de p,, dans la base canonique est la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients de la

F={(X %0 X5 X, ) EE/ X, +X,+ X, +X, =0 €t X, +2x, +3x, +4x, =0}
F=H,NH, avec H, : X, + X, + X, +X, =0 et H, : X +2X,+3x,+4x, =0

On Vérifie que tr p, =n—-1=dimH. dimF=2

On cherche une base de F: u, =(1,-2,1,0) et v, =(2,-3,0,1)

On écrit ensuite : F"={(X, X,, X, X,) €E/ X —2X, +X, =0 et 2x, —3X,+X, =0}.

. . -1 - . 2 1
diagonale sont égaux a —— et les autres coefficients sont égaux a = .
n n

Variantes :

1°) Au début, faire une figure avec H et H* ainsi qu’un vecteur x permettant d’illustrer p,, (x)+ [ (x) =X.

. . Le 5-6-2016
Ona: dimH"=1et dimH=n-1.
u+ueF 3 .
s u'=S.(u) & . donne des équations
in u-ueF
o _ =1
2) b (%)= n (11...1) X+Y+ 24+t =—(X+y+2+1)
Py (X)=Xx=py (X) X'+2y'+32'+4t" =—(x+2y+3z+4t)
. X'=2y'+2'=Xx—-2y+2
in 2x'-3y'+1'=2x-3y +t
P (X) = (X0 Xy ooy X, )= ':; (11..9)
5x'=2x—-4y—-z+2t
3°) S5y'=—4x+2y-2z-t
52'=—x-2y-2z-4t
n -1 . -1 5t'=2x—y—4z7-2t
1]-1 n -1 -1
nj -1 -1 X,_2x—4y—z+2t
-1 -1 n 5
. 1 . —4x+2y-2z-t
4°) p,(e)=(14, O,...,O)—H(l,l,...,l) y =5
. —X=2y-2z-4t
: re s
5= inf Z(aij—mi )
MeH ' ' . 2Xx—y—4z-2t
1<i<n t=——"——
1<j<n 5
On se référe a I’exercice | 1].
H est I’orthogonal de la matrice U dont tous les coefficients sont égaux a 1. o 2
On applique la formule de distance & un hyperplan. [34]4°) inf. E (ai,j _mi,j)
) 1555h
Z a Il s’agit du carré de la distance de A au sous-espace F.
(1] t
isicn Le projeté orthogonal de A sur F est donné par la formule A+ A .
5= <j<n
n
inf (aij—mij)2=12(aij—aji)2
MeF ' ' 4 ' '
%



1°) On peut observer que U est une matrice orthogonale. 1l en est de méme de toutes ses puissances.
2°) Calculer H Uk H ot k est un entier naturel

| -1, =

2°) U est la matrice associée a une permutation.
N (VIUY)

P (V)= Ziuk

n
k=0

or (V| ukj=1.

n-1

Onadonc P. (V):EZUk .

n
k=0

P.(V)= 1 H ol H est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.
n
[H =n*et|v]=n
2
AV F) =V R (V) =n-1

On pourra remarquer que d (V,O)2 =|Vv HZ =n et est donc plus grande que la valeur précédente.

1)

tr(f*of)= Z(f *o f(e)l ei) (formule de la trace d’un endomorphisme dans un espace vectoriel

=Z(f(ei>|f(ei>>
e

euclidien)

A 1=

F est I’ensemble des matrices A de la forme (1 L A J avec LeR.

| A" =22%+2(1-1)" minimale pour A =%

Le 14-2-2025

A
On pose A = H .
1-A 1-p

Dans le cas général, on utilise la convexité de la fonction carré (ou comparaison moyenne quadratique —
moyenne arithmétique).

2°) (1, x—1, x2—4x+2)
39) Ly (0)=1: | L, [ =1

(—1)ﬂ L, est la suite orthogonale de (t”) par le procédé de Schmidt.

1°) E est un espace préhilbertien de dimension infinie.
2°) L’orthogonal de F est le singleton constitué de la fonction identiquement nulle sur [0;1].

Le résultat s’explique par le fait qu’on est en dimension infinie.
La méthode par la somme revient a faire Kénig Huygens.
L’exercice a été écrit le dimanche premier janvier 2022 .
Le 12-1-2024

1%" cas : n pair

Le produit scalaire de x et y vaut 0.

L’écart angulaire entre x et y vaut donc g .

2¢ cas : nimpair le produit scalaire de x et y vaut 1.

L’écart angulaire entre x et y vaut donc Arccos 1 .
n

) . T
On remarque que lorsque n — + oo |’écart angulaire tend vers 5



Questions de cours

Inégalité de Cauchy-Schwartz (énoncé, démonstration, cas d’égalité).

Orthogonal d’une partie. Définition et propriétés.

Existence de bases orthonormées dans un espace euclidien.

E Procédé d’orthogonalisation de Schmidt.

Distance d’un vecteur & un sous-espace vectoriel.

[6] Double orthogonal.

Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel.

Distance et projection orthogonale.

@ Matrice d’une forme bilinéaire symétrique dans une base, matrice d’un produit scalaire dans une base.
Ecriture matricielle du produit scalaire de deux vecteurs a I’aide de la matrice de ce produit scalaire.

Formule de changement de base. Caractérisation d’une base orthogonale, d’une base orthonormée.

Famille orthogonale de vecteurs (définition) ; démontrer que toute famille orthogonale de vecteurs non nuls
dans un espace euclidien est libre.

Définition d’une base orthonormée dans un espace euclidien. Décomposition d’un vecteur dans une base
orthonormée. Expression du produit scalaire de deux vecteurs a I’aide de leurs coordonnées dans une base
orthonormée ; expression de la norme d’un vecteur a I’aide de ses coordonnées dans une base orthonormée.

Norme associée & un produit scalaire.

Forme linéaire x* ou (x | . ) (on lit « x contre ... ») associée a un vecteur x dans un espace euclidien E.
Description des formes linéaires dans un espace euclidien. Isomorphisme canonique entre un espace euclidien E
et son dual E".

Ecart angulaire de deux vecteurs non nuls. Définition et justification de cette définition.

Expression du produit scalaire de deux vecteurs a I’aide de leur écart angulaire.

Caractérisation de deux vecteurs dont I’écart angulaire est nul ; de deux vecteurs dont I’écart angulaire est égal
am.

Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. On note p la projection orthogonale sur F.
Soit x un vecteur quelconque de E.

Compléter | p(x) |=] x| « ... Justifier.

Identités classiques du produit scalaire : identité du parallélogramme ; formules de polarisation.

Expression de la projection orthogonale d’un vecteur x sur la droite vectorielle engendrée par un vecteur u
non nul. Plus généralement, expression de la projection orthogonale d’un vecteur x sur un sous-espace vectoriel
dont on connait une base orthogonale.

Soit E un espace euclidien.
Soit U et V deux sous-espaces vectoriels de E.

Démontrer que I'ona: (U +V)L =UNv+; (U mv)L =Ut+Vv*t.

Aspect matriciel d’une base orthogonale.
Aspect matriciel d’une base orthonormée.

Distance d’un vecteur a un hyperplan
Soit H un hyperplan dans un espace euclidien E. On note a un vecteur non nul de H*. Autrement dit,
H =(Vect a)i.

o . [(x|a)|
émontrer que pour tout xe E, ona: d(x, H) :W.
Soit f une forme linéaire.
Par le théoréme de représentation, on sait qu’il existe un unique élément ade E tel que f =(al+).
Démontrer : = M
que pour tout xe E, ona: d(x, Ker f)= H aH .

Soit E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que pour tout vecteur xde E, d (x; F)=d (- x; F).

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.

Onnote B =(g,, &,, ..., &,) une base orthogonale de E.

Onnote | = {1, n} et on considere un sous-ensemble J non vide de I.
On note F=Vect{e,ieJ}.

F-?

1°) Soit x, et x, deux éléments de E.
Alors x, et x, sont orthogonaux équivaut a ... (condition avec les normes)
2°) Soit X, X,, ..., X, des vecteurs de E.

. N 2
Si X, X, ..., X, sont deux & deux orthogonaux, alors || X, + X, +..+X, | =.....

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.
Onnote B=(e,, &,, ... €,) une base orthonormée de E.

- €

Soit x un vecteur quelconque de E. On note (xl, Xy, ooy X ) ses coordonnées dans B.

BTIRA

Donner I’expression de la norme de x en fonction des coordonnées.

Expression du produit scalaire de deux vecteurs dans une base quelconque, dans un base orthogonale et

dans une base orthonormée a I’aide de leur coordonnées.

Produit vectoriel de deux vecteurs

Cours TS interrogation écrit sur une feuille il y a tres longtemps par moi (classeur noir avec controles de M.

Moulia)

o Si u et v sont deux vecteurs,

anvl<fulxv]

o |l y a égalité si et seulement si u et v sont orthogonaux.



Réponses aux questions de cours

1* cas : J strictement inclus dans | alors F* = Vect{e,, i\ J}.
2°cas: J=1 alors F*={0}

[ x HZ =X+ X+t X

Le carré de la norme d’un vecteur x est égal a la somme des carrés des coordonnées de x dans une base
orthonormée de E.

[ =
D wylale)

Cette relation fonctionne pour une forme bilinéaire symétrique.

2
D wilel



