Exercices sur sens de variation des
fonctions dérivables

\"&4
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Etude des variations de fonctions polyndmes

Dans les exercicéd | a[4], calculer f "(%).

Dresser le tableau de variationfdeon tracera les fleches a la régle.

Calculer les extremums locaux éventuels et complétableau de variation.

Faire des phrases pour expliquer le sens de \aridé la fonction.

Vérifier a I'aide d’une calculatrice graphique cumllogiciel de tracé de courbes sur ordinateur.

(1] f
[2] f
f
f

(x)=-2x+6x- 3 (factoriser f '(x))
(x)=x-3xX+3 (factoriserf '(x))
(x)=x+x-1
()

X)=— X+ X+ x2

[4]

Etude des variations de fonctions rationnelles

Dans les exercicés] a[12], déterminer I'ensemble de définition de la fonefiodéterminer sur quel ensemble
f est dérivable et calculef '(x).

Dresser le tableau de variationfdeon tracera les fleches a la regle.

On n'oubliera pas de mettre des doubles barresidigne intitulée « Signe dé '(x) » et sur la ligne

« Variations dd » lorsque la fonction n’est pas définie.
Attention, pour tracer une double barre, on utiliseegle pour tracer un trait continu entre ladéigntitulée

« Signe def '(x) » et la ligne « Variations de».

Calculer les extremums éventuels et complétetbleda de variations.
Faire des phrases pour expliquer le sens de \aridé la fonction.
Vérifier a I'aide d’'une calculatrice graphique curlogiciel de tracé de courbes sur ordinateur.

. f( X+l (déterminer d’abord le domaine de définitiorfde
(6] f( x+f (factoriser le numérateur de'(x) ; ne pas oublier les doubles barres)

f(x):f_l

4
f(X)= X-1+——
(9=x1e

X2 —3x
@f(x)_ x+1
[10] f( x:
-f x= 2x
-f (x) x—;

1

Etude d’une fonction polynéme du troisiéme degré

On consideére la fonctioi: x — x*—3x+ 2 et on noté” sa courbe représentative dans le plan muni d’'un
repére orthonorméO,T, I) (unité graphique : 1 centimetre ou 1 « gros »azary.

1°) Calculer f '(x) en factorisant le résultat et faire le tableawatéations dé. Calculer les extremums

locaux.
Faire des phrases expliquant les variations.

2°) Recopier et compléter le tableau de valeurs :

X -2 -15 -1 -05 0 0,5 1 15 2

f(x)

3°) Sur un graphique, tracer le rep(amf, T) en respectant I'unité indiquée au début de I'ererc

Placer les points du tableau précédent.

Mettre des pointillés et les valeurs sur les axas fes points correspondant aux extremums locaux.
Tracer les tangentes horizontales en ces pointsafpelle que I'on représente usuellement une t@ager
une double fleche.

4°) Tracer? en reliant les points précédents a la main eantiecompte du tableau de variations.
On soignera particulierement I'allure de la cousbievoisinage des tangentes horizontales.
Controler sur la calculatrice graphique ou suragidiel de tracé de courbes tel dsieequanon

On consideére la fonctidndéfinie parf :
muni d’un repére(O,T, T).

1°) Calculer f '(x).

2°) Déterminer I'équation réduite de la tangentZ” au point A d’abscisse 0.

3°) Déterminer les abscisses des point&den lesquel®” admet une tangente horizontale.

(ou formulation équivalente :
Déterminer les abscisses des point%den lesquels la tangente est horizontale.)

On considére la fonctioffi: x — %1 et I'on note?” sa courbe représentative dans le plan muni d’un
X+

repére(O,T, I) )

1°) Calculer f '(x).

2°) Dresser le tableau de variationsfde

3°) Déterminer les abscisses des points de la ediren lesquels la tangente est paralléle a la dioite
d’équationy = 4x.



Les exerciceb16] a[19] ne sont pas a faire.

Dans chacun des exerci a[19], on donne une fonctidret I'on noteZ” sa courbe représentative dans le
plan muni d’'un repér(ao,f, I)

2
f(X)zLSX-'—J'.

X+2
Démontrer qué&” admet le poinf2(— 2; —1) pour centre de symétrie.

f(x)=x*+3%.

Démontrer qués” admet le poinf(—1; 2) pour centre de symétrie.

f(9-222.

X_
Démontrer qué” admet le poinf(1;3) pour centre de symétrie.

[19] £ (=—=

3 .
X+ 2X

Démontrer qué” admet la droite d’équation réduitex = — 1 pour axe de symétrie ; on suppose que le repére

(O,i",j") estorthogonal.

Dans chague cas, on donne I'expression d’une fomtti
Faire le tableau de variations tieen déduire le meilleur encadrement possiblef §®) pour xe |, | étant un

intervalle précisé dans chaque cas.

Principe :

e On détermine le minimum et le maximunM def sur l'intervalle | proposé dans chaque cas.

e On peut alors écrire 'encadrementmie< f(X) < M pour toutxe | . C'est le meilleur encadrement
possible def (x) pour xel.

19 fix— =X -2x¢+4x+3; 1=[-3;1].
2°)fixi— 2X° - 9¢ +12x+ 1; 1=[0; 6].
3°)f:x»—>§+x—l; 1=[1;4].

2
ayfixe X3 g,
x+1

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 10.
Pour tout réel e [0;10], on construit :

e le point M de [AB] tel queAM = x ;
e le point N de [AE] tel que ENX ;
e le point Q de [AD] tel quAQ =X ;
e le parallélépipede AMRQNPTS.

On noteV (x) le volume du parallélépipéde AMRQNPTS.

Reproduire la figure.

1°) ExprimerV (x) en fonction dex.
2°) Déterminer pour quelle valeur gée volume de AMRQNPTS est maximal.

H G
|
E I
|
+ S __ T F
ST A7
NF—L P!
| II
| II
| II
XS c
Q. .-~ _ R
A M B

L'unité de longueur est le décimétre.

On désire réaliser une boite en papier qui a ladéai’'un pavé droit sans couvercle. Pour cela, spadie d’'une
feuille carrée de co6té 6. En enlevant dans chagunos un carré de cox0< x < 3) et en effectuant des
pliages, on peut réaliser une boite sans couvarsise carrée.

On noteV (x) le volume de la boite en dm

Faire une figure du patron de la boite (en deuedsions).

On peut éventuellement découper le patron en ptéem pour c6té du carré (et non 6 dm!).

1°) Préciser les trois dimensions de la boite pxq':rimerv(x) en fonction dex.

2°) Pour quelle valeur dele volume de la boite est-il maximal ?

3°) Déterminer a I'aide de la calculatrice les uasedécimales approchées d'ordre 3 par défautéadsxrpour
lesquels le volume de la bofte de 1G*dm



Une boite de conserve a la forme d’un cylindreé¥elution. Son volume est de 1 3m
R

On noteR le rayon de la base (en drh)la hauteur (en dm) &l'aire totale (endm?).
Reproduire la figure.

1°) Démontrer quetR?h=1.

2°) ExprimerS en fonction déR.

Indication : On pourra réfléchir a partir du patron de la bd&eonserve.

3°) DéterminelR pour queS soit minimale. Démontrer qu’alors la hauteur egtlé au diametre.



La fonctionf présente un maximum local en 1 égal a 1.

Corrigé

Point-méthode valable pour tous les exercices :

Remarque : positionner les extremums au bout des fleches.

N . . . . |
T T s s - - ] I Vérifier avec une calculatrice graphique ou avec utogiciel de tracé de courbe sur ordinateur. I
I Pour calculer les extremums, on utilise la « fodadase ». |
| 1 [2]f: x> x*-3x%+3
9, =R

[1]f:x— —2x*+6x-3
f est dérivable suR car c’est une fonction polyndme.

9, =R
vxeR  f'(x)=3%-6x
f est dérivable suR car c’est une fonction polynéme. = qx )
vxeR f'(x)=-6x+6
=6(1-x%) X —® 0 2 +o
=6(1+x)(1-%) Signe de 8 - 0 + +
Signe dex—2 - - 0 +
X —o0 -1 1 + o0 -
Signe def '(x) + 0 - 0 +
Signe de & + + + —
Variations def / \ /
. —_ 0 “+ + -
Signe del+ x
On calcule les extremums locaux en O et en 2.
Signe de 1 x + + 0 -
f(0)=3
Signe def '(x) - o 0 - f(2)=2-32+3-8 12 3— 4 3
Variations def T, / 1\_, - . N
Le tableau de variation fait apparaitre deux extnas locaux.
On ne met que des + sur la premiére ligne car ®efiurs positif « quoiqu’il » arrive. fix xX*+x-1
* Ligne facultative car 6 est un nombre strictemeositif. I, =R

On calcule les extremums locauxfden —1 eten 1: ) )
f est dérivable suR comme fonction polynéme.

f(-9=..=-7 vxeR  f'(x)=3xX+1
f (1) =..=1 Cette expression ne s’annule jamais, elle est tosistrictement positive, donc dans la ligne « SEBNf '(x) »
) . ) du tableau récapitulatif, on ne met aucun 0.

f est strictement décroissante sur l'intervallec]:— 1].

f est strictement croissante sur l'intervalle [-11.;

f est strictement décroissante sur I'intervalle 1.

La fonctionf présente un minimum local en — 1 égala—7.



X — o0 o0

SGN de f '(x) +

Variations de

f est strictement croissante sRur
f n'admet pas d’extremum.

Commentaires :

o Il y a un seul signe sur la ligne « SGN ﬁé(x) ». Cela peut surprendre de prime abord.

* La courbe représentative de la fonctioriadmet ni début ni fin.

AAAAAAAAAANAANAAAANAAN

[4]f x> — x4+ X2+ x-2
D, =R
f est dérivable suR comme fonction polynéme.

vxeR  f'(x)=-3x+2x+1

f'(x) est un polyndme du second degré dont les racorgslyracine évidente) et% (obtenue par produit).

) . 1 ) -
3
SGN de f '(x) - 0 + 0 -
Variations def \ 59 / \
27

f)=—T+P+1- 2=

1 ¥ (1) 1 111 4+ 3954 49 54 ¢
fl-Z|=—|-=| +|—=| +|-=|-2==+-"—--2= = =——
3 3 3 3 27 9 3 27 27 2

Dans le tableau de variations, on ne met que desrgexactes.

f est strictement croissante s{u{% ; 1} .

f est strictement décroissante %u{oo = 5} et sur[1;+oo[ (ne pas dire sur la réunion des deux intervalles)

Attention, les deux intervalles sont fermés (il B'pas de « zone plate » pour la représentatig@higpae).

f:x»—> x+1

X-2

7, =R\{2)

f est dérivable suR \ {2} comme fonction rationnelle (ou méme commedton homographique).

La dérivée dé ne s’annule en aucun réel.

X - 2 +00
Signe de — 3 - -
Signe de(x-2)* " + g +

Signe def '(x) - -

Variations def

" Un carré est toujours positif ou nul.

On met une double barre dans le tableau de varsa#ia niveau de la valeur interdite.

f est strictement décroissante sur les intervplle ; 2] et ]2;+ o[ .



1
@f X X+
X
g, =R
f est dérivable suR” comme somme de fonctions dérivables&uou comme fonction rationnelle (& condition
de mettre préalablement I'expressionf @& méme dénominateur, ce qui montre foest bien une fonction

rationnelle).

vxeR’ f-(x)zl_i

_ (x-1)(x+1)

X2

Seule cette écriture de la dérivée sous forme guatient dont le numérateur est factorisé permétieie
étudier le signe dé '(x).

X —® -1 0 1 +00
Scy?:\—llde — (num + + +
S(;Nlde B _ _ pur +
SGN de onc
2 + + '} + +
SGN de
- - )l +
f '(X) + numr
Variations / -2 \
def T /

On a une double barre & partir du signefdgx).

Il peut étre chogquant a premiere vue de trouvergueaximum dé sur I’intervalle]— 0] 0[ plus petit que le

minimum def sur lintervalle]0; + o[ .
Mais il ne faut pas oublier que ce sont des extresiocaux dé !

2
[7] f x> 2

x-1

2, =R\{1}

f est dérivable suR \ {1} comme fonction rationnelle.

vxeR\{1} f,(x):w
(x=1)
_ x(2x-2-x)
(x-1)°
~x(x=2)
(x-2)°
X —® 0 1 2 ot
SGN dex — onum + + +
SGN de _ _ _ pnurr +
X—2
SGN de X
(x—1)2 + + o + +
SGN de _
£(x) + ppum - T +
L 0
Variations

f:x»—> x—1+xi

+3
7, =R\{-3}
f est dérivable suR \{- 3} comme fonction rationnelle.

On peut aussi écrirefest dérivable suR \{- 3} comme somme d’'une fonction polynéme et d'une fionct
homographique ».



—b'—/A N
vxeR\{-3} f'(x)=1+4x .t X = =
(x+ 3)2 _ 3 a ) a
C(x+ 3)2 -4
(x+3)2 . . . - o
) Remarque :PourA’, le prime ne veut pas dire que I'on fait le disgriant def ’ ! |l signifie « discriminant
_M réduit ».
(x+3)*
[(x+3)+2][(x+3- 2] X —» -3 -1 1 00
= 2
(X+3) SGN de + (num _ — urr +
(x+5)(x+1 X2 +2x—3 0"
- 2 SGN de ,
(x+3) (x+1)2 + + (7" + +
X — o0 -5 -3 -1 & SGN de _
f '(X) + cnum — U +
SGN de _ - . . .
S(X;’r\ls e Variations / -9 \ \ /
X+1 - - - U + def .
SGN dze + (e + + ) ) . ) )
(x+3) + f est strictement croissante sur les intervalles ; — 3] et[1;+ o[ .
SGN de _ ur f est strictement décroissante sur les interviied; — 1 et ]-1;1].
f '(X) + num — +
Variations _8 ) 2X
def / —_— —_ o [10]f : x — il

x% - 3x 9, =R
@ fix—
X+1
f est dérivable suk comme fonction rationnelle.
9, =R\{-1
L . . 2><(X2+1)—2X><(2X)
f est dérivable suR \ {~ 1} comme fonction rationnelle. vxe R f'(x) = .
(x*+1)
2x—3)x(x+ ) —( % - 3xx 1 2-2x?
VxeR\{-1} f'(x):( )*( ])2( x) =—
(x+1) (x*+1)
X' +2x-3 _2(1+x)(1-%)
(x+1)° (x* +1)2
X% +2x— 3 est un polyndme du second degré qui admet poimasd (racine évidente) et — 3 (obtenue par
produit).
On peut aussi calculer le discriminant réduit (esgmta=1, b=2, b'=1, c=-3).
A'=b?-ac
A'=4

A'> 0 donc le polynéme admet deux racines distinctes Ban



X —® -1 1 +0 X — -2 -1 0 +o0
SGN de
SGN de 1 - g™ + + _6 - - - —
SGN de ~ - g, .
SGN de 1 x + + By _ X +1
2 SGN de én Qder
SGN de(x*+1) + + + (x +2X)2 + + + .
SGN de +
SGN de f '(X) _ num + o _ f '(X) + o num _ _
1 e -3
Variations def \ / \ Variations
-1 def
2x1
1)=-—=1
() 211 f(—l)=—3
_2x(-)
F)=— = f i lintervallp 05— 2 ; f i lintervalle-2;- 1 ;
(-1 +1 est croissante sur l'intervalle- ;- 2[ ; f est croissante sur l'ntervalle-2;-1] ;

f est décroissante sur l'intervafle1; q ; f est décroissante sur l'interval]@;+ o[ .

3

f:xn—> 5
X+ 2x f:x»—>x—1
X

f (x) existe si et seulement &f + 2x= 0
si et seulementgix+2) = 0 9, =R

si et seulementxsk 0 et x+2=0 f est dérivable suR” comme somme de fonctions dérivablesBuou comme fonction rationnelle (a condition

si et seulementesk 0 et x# -2 de mettre préalablement I'expressiorf @& méme dénominateur, ce qui montre fgest bien une fonction

rationnelle).
9, =R\{0;-2}

. 1
vxeR  f'(x)=1+=
f est dérivable suR\{O = 2} comme fonction rationnelle (en effet, la fonction> 3 est une fonction X

polyndme car c’est une fonction constante).

X —® 0 +0
Pour calculer la dérivée, on effectue une rééeritler f (x).
SGN de f '(x) . .
On écrit f (x) =3x— .
X° 42X
Var def / /

YXeR\{0:- 2 f(x)=3x| -T2

(x +2x) ) _ _

5 1) f est strictement croissante sur chacun des intesviloo ; O[ et ]0 ; +oof.
X+
( x? +2x) Attention, on ne peut pas dire gfuest strictement croissante &ir(carR™ est une réunion d'intervalles).

On vérifie le résultat graphiquement.

Remarque :f est impaire c’est-a-dire quéxe R* f (—x)= f(X).
La courbe représentative admet donc l'origine ¢hére pour centre de symétrie.



fixi— x*-3x+2
9, =R
1°) f est dérivable suR car c’est une fonction polynéme.

vxeR f'(x)=3x*-3

X — o0 -1 1 +o0
SGN dex—1 - - +
SGN dex + 1 - D + +
+

SGN de f '(x) 0 - D +

Variations def _—— 4\> O/
f(-)=-1+3+2=4
f()=1-3+2=0
f est strictement croissante surd-— 1] et sur [1 ; +o[.
f est strictement décroissante sur l'intervde ; 1].
2°)

X -2 -15 -1 -0,5 0 0,5 1 15
f(x)| o 3,125 4 3,375 2 0,625 0| 0875

f(-2)=-8+6+2=0

f(-15=-3375 45 2- 3,376 65 31
f(-05)=- 0125 1,5 2 3,37
f(0,5=0,125- 15 2 0,62

f(15)= 3375 45 2 0,87
f(2)=8-6+2=4

3°) Il faut impérativement respecter I'unité indégu

4°)

Lors du tracé d’'une courbe, aprés avoir placé ¢éastg, on les relie a la main, proprement.
1) Tracer les axes.
2) Tracer les vecteurs unités.

3) Placer les points correspondant aux extremuoaubq tracer les tangentes horizontales en cesspiia
régle ainsi que les pointillés a la regle afin diécles valeurs des coordonnées de ces points.

4) Placer les points du tableau de valeurs.

5) Joindre le plus harmonieusement possible ceggaila main et non a la regle.
6) Prolonger le tracé un peu avant — 2 et un pedsah

7) Ecrire le nom de la courbe.

8) Tracer éventuellement quelques tangentes suppléimes afin d’affiner le tracé.

f:x»—>

1-x
1+ x?
9, =R

1°) Calcul de f'(x)

f est dérivable suR comme fonction rationnelle (quotient d’'un polynédeedegré 1 sur un polynéme de degré
2)!
WeR ()= —1x(1+ X)- 2;(><(1— X)
(1+ xz)

_—1-x2-2x+ 2%

- (1+ xz)2

_xX*-2x-1

- (x2+1)2




2°) Déterminons une équation de la tangent€ a ¢ au point d’abscisse 0.

On applique la formule donnant une équation dedatgy(formule a savoir par coeur).

Une équation d& s'écrit y= f'(0)(x—0)+ f(0).

Or f(0)=1et f'(0)=-1.

T a donc pour équatiog = — x+1.

3°) Déterminons les abscisses des points @éen lesquels la tangente est horizontale.

Les tangentes horizontales sont les tangentesetioent directeur nulle.

On résout I'équationf '(x)=0 (1).

(1) est successivement équivalente a :

X2 — 2x—2 1 .
(¢+1)

x*—2x-1=0 (voir note ci-dessous)

x=1-~/2 ou x=1++/2 (valeurs obtenues en calculant le discriminaninaieux, le discriminant réduit)

Conclusion :
La courbez” admet unéangente horizontale aux points d'absciskes/2 et1++/2.

Note pour la lignex’ —2x—1=0:
Son discriminant réduit est égald=2 (formule A'=b"- ac).
A'> 0 donc I'équation admet deux racines distinctes @ans, =1-+/2 et x, =1++/2  (c’est bien « et »

qu'il faut mettre et non « ou »).

[15] f: x> X

2X+1

onf
2

1°) Calculons f'(x).

f est dérivable suR\{— %} comme fonction rationnelle (c’est méme une fonctiomographique, c’est-a-dire

quotient de deux fonctions affines).

2x+1- 2x
(2x+2)°

Vxe R\{—%} f'(x)=

1
(2x+1)°

2°) Etudions les variations def.

La dérivée dé ne s’annule en aucun réel.

1
X — -= +00
2
Signe de 1 + +
. 2 én
Signe de(2x+1) + ) +
Signe def '(x) + +
Variations def / /

La fonctionf est strictement croissante sur les interva]lem T— %[ et }— = +oo[.

(f est strictement croissante sur feidtervalle et sur le 2ntervalle).
3°) Déterminons les abscisses des points @een lesquels la tangente est paralléle a la droife: y=4x.

Deux droites (non paralléles a I'axe des ordonngasf paralléles si et seulement si elles ont lmené
coefficient directeur.

il s’agit bien d'une équivalence
Le coefficient directeur d& est égal a 4.
On résout I'équationf '(x)=4 (1).

On se place danlﬁ\{— %} (ensemble de référence pour les équivalences).

(1) est successivement équivalente a :

1 4
(2x+1)°
1
2x+1)° ==
(2092



Ne pas développer I€"membre.

2x+1=1 ou 2x+l=—}
2 2

2x=}—1 ou 2x=—1—1
2 2

2x:—1 ou 2x:—§
2 2
1 3
X=—=0U X=——
4 4
La courbez” admet une tangente paralléle a la draitBéquationy = 4x aux points d’abscisses% et —%.

Commentaire :

On déduit le coefficient directeur dea partir de son équation réduitg= 4x).

I Formule pour trouver la dérivée d'une fonction homaraphique (quotient de deux fonctions affines') :

I (ax+bj|_ ad —bc I
x+d)  (cx+d) I

2, =R\{-2)
2 est centré en — 2.
Soith un réel quelconque.

-2+he g, & -2+hz-2

< h#0
Dans toute la suite, on suppose due0.

On effectue les calculs d&(— 2+h) et f (- 2-h) séparément.

(-2+h)°+3(-2+h)+1 4-4h+h-6+3n+1 K- h-1
-2+h+2 h h

f(-2+h)=

(-2-h)’+3(-2-h)+1 4+4h+WP-6-3+1 K+ h-1 K+ h1

f(-2-h)= o - -
2-h+2 h h h

(On peut aussi tout simplement rempldegar —h dans le calcul deé (—2+ h)).

h-h-1 KW+h-1 2h
— =- = 2=2(-)

vh#0 f(-2+h)+f(-2-h)= H N

On en déduit qu&” admet le poinQ(— 2;- 1) pour centre de symétrie.

f(x)=x>+3x?

2, =R
Démontrons qué&” admet le poin€2(—1; 2) pour centre de symétrie.

9, eeecest centré en — 1.

Soith un réel quelconque.

On effectue les calculs d&(—1+h) et f (-1-h) séparément.
f(-1+h)=(-1+ h)3+ (- 1+ h)2=— L - I+ R+ 1€ T 2w ﬁ): A- 3n
f (-1-h)=-h’+3h+ 2 (On remplacé par —h dans le calcul def (—1+h))
vheR f(-1+h)+ f(-1-h)= K -3+ 2- B+ 3+ 2= & X

On en déduit queé” admet le poin€(—1; 2) pour centre de symétrie.

3x-2
18] 1 (x)= >
2, =R\{l
Démontrer qués” admet le poinfX(1 ; 3) pour centre de symétrie.
2 est centré en 1.
Soith un réel quelconque.

l1+he% < 1l+h=z1
< h=0

Dans toute la suite, on suppose due0.

On effectue les calculs d&(1+h) et f (1-h) séparément.

3(1+h)-2 3h+1
LR v
3(-h)+1_ -3h+1_3h-1

f(1-h)= =—
(=h —-h h h

(On peut aussi tout simplement rempldtear —h dans le calcul de (1+h)).



Yh£0 f(1+h)+ f(1-h)= 3h;1+3"—h‘1=§h"= 6= 2 2 Méthode :

On en déduit qué” admet le poin€2(1; 3) pour centre de symétrie.

e On étudie les variations desurR grace a la dérivée.

f (X)= 2 12 * On calculer les images des bornes de I'intentadienné (il s’agit chaque fois d’un intervalle ferhorné).
X Hex On en déduit le maximum et le minimum globakder I. On peut éventuellement dresser le tableau d
variations dd uniquement sur |.
2i=R{0; - 2} « Le maximum global désur | est ..;; le minimum global désur | est ... ».

« On conclut par le meilleur encadrement demandgée reilleur encadrement d(x) pour xe | est

Le repére(o, i, j") est orthogonal.
R I O Y

DAAAAANANANAAAAANANANANANANANANANANANS

Démontrons que%” admet la droite A d’équation réduite x =—1 pour axe de symétrie.

2, est centré en — 1. Il est important de retenir la rédaction qui estgmsée (notamment pour le maximum global et lemini

global).
Soith un réel quelconque.
Conseil : (
-1+he% < —-1+hz0et—1+hz-2 S
o hzlethz-1 * On vérifie les variations sur la calculatrice drge. X

P

¢ Eventuellement, on peut utiliser la commande dmlaulatrice permettant de déterminer le maximuta e :

Dans toute la suite, on suppose lethz-1 - f . < ,
PP due minimum (global dans chaque cas) d'une fonctionusuintervalle fermé borné.

P

On effectue les calculs d&(—1+h) et f (-1-h) séparément.

1 1 1
(—1+h)2+2(—1+h)_1—2h+h2—2+ 2h H-1 1) fix——x*—2x*+4x+3; 1 =[-3;1]

f(-1+h)=

1 Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el .
h*-1

f(-1-h)=

vxeR f'(x)=-3X-4x+4
vheR\{-1;1} f(-1+h)=f(-1-h) 2
Le polyndme— 3x* — 4x+ 4 a pour racine% et—2.

On en déduit qu&” admet la droite d’équation réduitex=—1 pour axe de symétrie.

X —® -3 -2

Principe général :

[SREN)

Signe def '(x) _ 0 . 0 i
On cherche le minimum et le maximum de la foncfisar I'intervalle considéré.

| 12 |
On peut étudier la fonction siirtout entier ou sur 'intervalle donné (ce qui, méucertaine maniére est plus Variations de \ / 271\4\

simple).

On calcule les valeurs des extremums locauxsteR :

f(- 2) =-5 (minimum local d’aprés le tableau de variatjons



f (%) = 12—271 (minimum global d’aprés le tableau de vavia) 3°)f:x 2 x-1 i 1=[1;4]
X
Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el .
On calcule ensuite les images des bornes de Vaiterl :

. 9 9 x*-9 (x=3)(x+3
_3)= vxeR f'(x)=—S+1=1-—= =
f(-3)=0 Xe (x) v + 2 v ”
f()=4 La mise au méme dénominateur est obligatoire pétude du signe.

En revanche, la factorisation d@—9 ne I'est pas.

N . 121
D'apres la calculatric 27 4,4814814. Dans le tableau ci-dessous, il faudrait faire @uss lignes avant d’écrire la ligne du signefdéx).

(SGN dex-3, SGN dex+3 et SGN de(x+1)*...)
. , . . . 121
Le minimum global dé sur | est égal & — 5 et le maximum globaf der | est égal BE

X —® -3 0 3
Il s’agit bien cette fois d’extremum globaux suntérvalle | et non d’extremums globaux. SGN de f' (x) . . B _ b +
> Variati de -7 \ /
On en déduit que le meilleur encadrementfc(e() pourxel est]-5< f (x)g 12—71 . ariations / \ .
29)f x> 2x°-9x°+ 12X+ 1; 1 =[0;6] f(1)=9
t(a)=2
Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el . 4

Le minimum global dé sur | est égal & 5 et le maximum globafder | est égal a 9.
vxeR f'(x)=6(X-3x+ 2)

On en déduit que le meilleur encadrementfde) pour xel est{5< f(x)< 9.
f'(x) est un polyndme du second degré dont les racoraslqracine évidente) et 2 (obtenue par produit).
—x?2+3x-1

) f i X >—; 1 =[1;8
) X+1 [ ]]

Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el .
Signe def '(x) + 0 - 0 +

=X -2x+4

Variations . 6\ / vxeR-1 f'(x)= <o)

Dans le tableau ci-dessous, il faudrait faire jluss lignes avant d'écrire la ligne du signefdéx).

£(0)=1
f(6):18] X — o —1—\/3 -1 _1_,_\/3

SGN de f'(x) - D + D -

Le minimum global dé sur | est égal & 1 et le maximum globafdar | est égal a 181.

- 5-2/5
On en déduit que le meilleur encadrementfde) pour xe | est { 1< f (x) <181]. Variations def \ 5+ /5 / / \

D’aprés la calculatrice; 1+ J5=1,236..

~P+3x1-1_ 1
1+1 2

f(1)=



— 2 —
f(g):M:_i]
8+1 9

Le minimum global dé sur | est égal a‘}%l et le maximum global de sur | est égal &- 2/5.

On en déduit que le meilleur encadrementfdex) pour xe | est :

Complément pour le 4°) : calcul des extremums

On considére une fonctidrdéfinie par f - Y ouu etv sont deux fonctions dérivables sur un intervatiles
v

quev ne s’annule pas sur .

u'v—uv

On a alorsf '= >
%

Si f'(a)=0, alorsu'(a)v(a)- u( d V( 3=0.

41

-5 S f(x)<5-2/5].

Donc sous réserve d’existence des dénominateuss;|dr(a) = ——

Ici, u(x)=- ¥ +3x-1
v(x) = x+1
u'(x)=-2x+3
v'(x)=1

u(—1+J§)_ u'(— 1+J_5)_— 2(— lh/_5)+ 3

f(—1+JE)= . -5-2/5

v(— 1+J§) - v'(— l+\/—5) -

Dans les exercices d’'optimisation, on dit toujozgsjue I'on cherche : maximum ou minimum autrenoirsi

I'on cherche a maximiser ou @ minimiser une grandeu

Probléme d’optimisation
Il s’agit d’'un probleme d’optimisation dans I'espac.
L'utilisation d'un logiciel de géométrie dynamigdans I'espace serait intéressante pour ce typetiee.

Il est important de se souvenir que[0;10] comme cela est dit dans I'énoncé.

Refaire la figure comme c’est demandé !
On pensera a bien respecter les conventions dEstem pointillés pour les arétes cachées.

1°) Exprimons V(x) en fonction dex.

\Y (X) =AM xAQ xAN
= XX X><(10— X)
=x*x(10-X)
2°) Déterminons pour quelle valeur dex le volume de AMRQNPTS est maximal.
On cherche le maximum de la fonction V sur I'inedle [0 ; 10].
Pour cela, on étudie les variations de la fonctiaur l'intervalle [0 ; 10].

On va utiliser la dérivée.

V est dérivable sur l'intervalle [0 ; 10] comme &ion polyndme.

vxe[0;10] V'(x)=2xx(10-x)+ ¥ x( =3 (nous appliquons la formule de dérivation d’woduit)

=x( 2B¥)

On aurait aussi pu développ‘e!r(x) et dériver I'expression développée mais cela cibddpolus de calculs.



T T

X 0 20 10 ' '

3 | |

| |
SGN dex + + _____|_ _______ |_____

| |

SGN de 20 - 8 + 0 - : :

| |

SGN deV'(x) + 0 - : :

| |
4000 i - - -

Variations de V / 21 \ I I

| |

0 0 | |

| |

—>
Calcul du maximum : X
2 < >
V(Z—;):(?} x(lO—%OJ (nous avons remplaqxc-:’parz—sO dans I'expression de V) 6
_ 4000 Le 12-1-2017
27

Remarque : Dans un patron, il y a toujours degpta

[Avec la calculatrice, on trouv¥ (2—3()] =148,148148..] # H

Conclusion : 1 4 1 1

Le volume du parallélépipede AMRQNPTS est maxinmjrp(=2—30. " "

Probleme d’optimisation (probleme de boite sans couvercle, boite paralléi@gdique a base carrée)

L'utilisation d’un logiciel de géométrie dynamigdans I'espace serait intéressante pour ce typediee.

I

I

I

I

| « base »

. s . ) I

La premiére chose a faire est de faire une figure. |

|

_____________ I

1 |

Faire une figure avec les traces de pliagei. 1
On marque les codages correspondants aux longégales et on dessine les pointillés correspondants 1 1 1 |
traits de pliage (faire une figure avec les trdéliage). T T T T

X



A la limite, on pourrait faire le patron de la lottans du papier un peu fort (on fait d’abord etesdavoir On aurait aussi pu déve|opp\;r(x) mais cela donne davantage de calculs.
une feuille carrée) et le découper.

On jette tous les coins du « carré ».

u(x)=(6-2%° v(x)=x
1°) Exprimons les dimensions et le volume de la boit@ éonction dex. U (x) = 2x(6- 29x(~ 2 V(-1
Les trois dimensions de la boite en dm sont : u'(x)=-4(6-2x)
6 - X
6 — X Explication plus détaillée :
X V(x)=x(6- 2x)2
(Mieux vaut ne pas employer les mots « longuewrlargeur », « hauteur » pour un pavé droit.) Pour calculer la dérivée, on ne peut pas isolgrele tant qué (ce n’est pas une fonction du typé&uc).

e Travail préparatoire :

e Largeur:6 -2
On analyse la forme dv(x). C’est un produit.
e Longueur : 6 —2

V =uv avecu : X— X etv: x— (6—2x)2
e Hauteur x

u'(x)=1etv'(x)=2(6-2x)x(- 2
Le volume de la boite est donné pafx) = (6-2x)" x x..
V =uv

2°) Cherchons pour quelle valeur dex le volume de la boite est maximal.
V'=u'v+uv
On cherche le maximum de la fonction V sur I'intdhe [0 ; 3].
Pour cela, on étudie les variations de la fonctiagur l'intervalle [0 ; 3]. e Calcul & écrire :
On va utiliser la dérivée.

On n’écrit pas la formule utilisée. En revancheyriemiére ligne comporte la trace de la formuleléevation

: utilisée.
Pour calculer la dérivée, on peut développer I'egpion de V mais c’est bien (mieux) de le fairessan S
développer a partir de la forme factorisée donnéegaestion 1°). < V'(x) Zi%(6= 2X)2 4 30 2x( 6= 2()X( _;
) =(6—-2)x(6—X- %)
V est dérivable sur 'intervalle [0 ; 3] comme fdion polyndme. = (6-2x)x( 6- &)
vxe[0:3] V' (x) = 2% (= 2) (6 - 2 x x+( 6- 2()2X S =2(3-x)x §(1-x)  (on «sort» le 2 du premier facteur et @or » le 6 du deuxieme facteur)
—( Bxpx( x46-2%) =1 E==)
=(6-2)x( 6-8)
=2A3x)x § 1x)

=12(3-x)(1-x)

* Nous appliquons la formule de dérivation d’un ¢ud.

On doit donc dériver la fonction— (6 — 2()2 (principe de « sous-dérivée » c’est-a-dire déevélé dans la
dérivée)

On utilise la formule de dérivati((ruz)': 2uu'.

PV VAV AV AV VAV VAV AVAVAVAN



Remarque :

Une autre forme de la dérivée ast(x)=12(x-3)(x-1J.

X 0 1 3
SGN de3-x + +
SGN del—x + 0 -
SGN deV'(x) + 0 -
16
Variations de V / \
0

Calcul du maximum global de V sur l'intervalle; 3] : V(1)=16

Conclusion :

Le volume de la boite est maximal paur 1.

Dans ce cas, il vaut 16 dm

3°) Déterminons a l'aide de la calculatrice les valeurdécimales approchées d’ordre 3 par défaut des

valeurs dex pour lesquelles le volume de la boite est égal @ dm?.

On doit résoudre I'équatiol’ (x)=10 (1) avecxe[0;3)].

(1) s'écrit x(6- 2x)* = 10.

Si on développe le premier membre, on obtient Edigpun x(4x2 — 24x+ 3@ = 1( qui est équivalente a
4% - 24x° + 36x— 10= (.

Il s’agit d’'une équation polynomiale de degré 3.

On ne sait pas la résoudre de maniére exacte dova otiliser une résolution approchée a I'aidéade
calculatrice.

On utilise I'application de résolution des équasipolynomiales de la calculatrice.

On trouvex, =0,3582164.. et x, =1,831745.. (pour la troisiéme solution,, non retenue, on obtient
x; =3,8100..).

Autre méthode :
On trace la représentation graphique de la fondtisnr I'écran de la calculatrice.

On trace également la représentation graphique fimttionx — 10.
On utilise une bonne fenétre graphique (par exempigin =0, X max= 4, Ymin =0, Y max= 18).

On cherche les abscisses des points d'intersedéismleux représentations graphiques (faire [2trded 5 :
intersect).

On observe deux points d'intersection dont lesiabssx; et x, appartiennent a I’intervall[so ; 3] (on observe
un troisiéme point d’intersection mais son abscisse’est pas dans I’intervall[e() ; 3]).

On fait deux fois la démarche.

On trouvex, =0,3582164.. et x, =1,831745.. (pour la troisiéme solution,, non retenue, on obtient
X; =3,8100..).

Les deux solutions que I'on conserve sont les geemiéres car elles appartiennent a l'intervalle 3D

Il s’agit de nombres irrationnels (on peut le détnemaisément avec des résultats de Terminaleajéki

Boite de conserve (probléme d’optimisation)

L'objet de cet exercice est la résolution d’'un peole d’optimisation relié a une situation concréte.

R

1°) Démontrons quenR*h=1.

On sait que le volume de la boite est égaldint .
Donc nR?h=1 (1) (cf. formule du volume d’un cylindre desofution).

2°) Exprimons S en fonction deR.

L’aire totale d'un cylindre est la somme de I'aite la surface latérale et des aires des deux diggaeue I'on
Voit sur un patron).

Faire le patron du cylindre a la régle

aire totale d’un cylindre de révolutien iralatérale+ aire des deux disq

Faire une figure.



3%

e DéterminonsR pour que S soit minimale.

On considére la fonctioft x — 2+ 2nx définie SurR’, .
X

vxeR) f'(x):—x—zz+4nx

On cherche tel que2nx® -1=0 (2).

(2) est successivement équivalente a :
Sur un patron, la surface latérale est représentégar un rectangle.

1
Pou bien comprendre, il faut compléter le patrogcdes mesures. X :E

R X = 3/i vi désigne la racine cubique e‘%})
2n 2n 2n

2nR ﬁ

La valeur exacte de la valeur charniéere est égaé/%;?a (on peut obtenir le début de I'écriture décimaddal
T

racine cubique der2grace a la calculatrice).

R
A l'aide de la calculatrice, on peut donner unesualapprochée dg/;:
On doit calculer I'airé&sdu patron. T
Cette aire est égale a la somme de I'aire latéegligsentée sur le patron par un rectangle egmhme des 3 1 =0,541926070.
aires des deux disques de base. {on

Ona:S=2nRh+ 21 R,

(1) donnerRhx R=1 d'ou nRh:%.

On en déduit :

S:E+27TF3
R




X 0 i ofr
Y2n
Signe de2nx® -1 - omm +
Signe dex? oén + +
Signe def '(x) - omm +
Variations def \ f ( 1 ] /
J2n
D’apres le tableau de variations, on peut voir fgaelmet un minimum global SI}O ;+oo[ atteint pour
1
Yor
On en déduit qu8 est minimale pouR:i.

Yon

Avec les limites en 0 et en + infini, on pourradinguef n'admet pas de maximum global S]Or; + oo[.

e Démontrons gqu'alors h=2R.

R= L d’oul R3:i donc2nR® =1.
%/g 2n

1 __2R<1 2R _2R
R 2RxtR 2R 1

f

On peut multiplier le numérateur et le dénominatBun quotient par un méme réel non nul.

Par conséquenty =

La hauteur de la boite est égale au double du rdyatisque de base c’est-a-dire au diameétre.
On peut Vvérifier cette propriété sur des boitesaleserve ordinaires.



Exercices sur sens de variation des
fonctions dérivables

\"&4

1ére S

Etude des variations de fonctions polyndmes

Dans les exercicéd | a[4], calculer f "(%).

Dresser le tableau de variationfdeon tracera les fleches a la régle.

Calculer les extremums locaux éventuels et complétableau de variation.

Faire des phrases pour expliquer le sens de \aridé la fonction.

Vérifier a I'aide d’une calculatrice graphique cumllogiciel de tracé de courbes sur ordinateur.

(1] f
[2] f
f
f

(x)=-2x+6x- 3 (factoriser f '(x))
(x)=x-3xX+3 (factoriserf '(x))
(x)=x+x-1
()

X)=— X+ X+ x2

[4]

Etude des variations de fonctions rationnelles

Dans les exercicés] a[12], déterminer I'ensemble de définition de la fonefiodéterminer sur quel ensemble
f est dérivable et calculef '(x).

Dresser le tableau de variationfdeon tracera les fleches a la regle.

On n'oubliera pas de mettre des doubles barresidigne intitulée « Signe dé '(x) » et sur la ligne

« Variations dd » lorsque la fonction n’est pas définie.
Attention, pour tracer une double barre, on utiliseegle pour tracer un trait continu entre ladéigntitulée

« Signe def '(x) » et la ligne « Variations de».

Calculer les extremums éventuels et complétetbleda de variations.
Faire des phrases pour expliquer le sens de \aridé la fonction.
Vérifier a I'aide d’'une calculatrice graphique curlogiciel de tracé de courbes sur ordinateur.

. f( X+l (déterminer d’abord le domaine de définitiorfde
(6] f( x+f (factoriser le numérateur de'(x) ; ne pas oublier les doubles barres)

f(x):f_l

4
f(X)= X-1+——
(9=x1e

X2 —3x
@f(x)_ x+1
[10] f( x:
-f x= 2x
-f (x) x—;

1

Etude d’une fonction polynéme du troisiéme degré

On consideére la fonctioi: x — x*—3x+ 2 et on noté” sa courbe représentative dans le plan muni d’'un
repére orthonorméO,T, I) (unité graphique : 1 centimetre ou 1 « gros »azary.

1°) Calculer f '(x) en factorisant le résultat et faire le tableawatéations dé. Calculer les extremums

locaux.
Faire des phrases expliquant les variations.

2°) Recopier et compléter le tableau de valeurs :

X -2 -15 -1 -05 0 0,5 1 15 2

f(x)

3°) Sur un graphique, tracer le rep(amf, T) en respectant I'unité indiquée au début de I'ererc

Placer les points du tableau précédent.

Mettre des pointillés et les valeurs sur les axas fes points correspondant aux extremums locaux.
Tracer les tangentes horizontales en ces pointsafpelle que I'on représente usuellement une t@ager
une double fleche.

4°) Tracer? en reliant les points précédents a la main eantiecompte du tableau de variations.
On soignera particulierement I'allure de la cousbievoisinage des tangentes horizontales.
Controler sur la calculatrice graphique ou suragidiel de tracé de courbes tel dsieequanon

On consideére la fonctidndéfinie parf :
muni d’un repére(O,T, T).

1°) Calculer f '(x).

2°) Déterminer I'équation réduite de la tangentZ” au point A d’abscisse 0.

3°) Déterminer les abscisses des point&den lesquel®” admet une tangente horizontale.

(ou formulation équivalente :
Déterminer les abscisses des point%den lesquels la tangente est horizontale.)

On considére la fonctioffi: x — %1 et I'on note?” sa courbe représentative dans le plan muni d’un
X+

repére(O,T, I) )

1°) Calculer f '(x).

2°) Dresser le tableau de variationsfde

3°) Déterminer les abscisses des points de la ediren lesquels la tangente est paralléle a la dioite
d’équationy = 4x.



Les exerciceb16] a[19] ne sont pas a faire.

Dans chacun des exerci a[19], on donne une fonctidret I'on noteZ” sa courbe représentative dans le
plan muni d’'un repér(ao,f, I)

2
f(X)zLSX-'—J'.

X+2
Démontrer qué&” admet le poinf2(— 2; —1) pour centre de symétrie.

f(x)=x*+3%.

Démontrer qués” admet le poinf(—1; 2) pour centre de symétrie.

f(9-222.

X_
Démontrer qué” admet le poinf(1;3) pour centre de symétrie.

[19] £ (=—=

3 .
X+ 2X

Démontrer qué” admet la droite d’équation réduitex = — 1 pour axe de symétrie ; on suppose que le repére

(O,i",j") estorthogonal.

Dans chague cas, on donne I'expression d’une fomtti
Faire le tableau de variations tieen déduire le meilleur encadrement possiblef §®) pour xe |, | étant un

intervalle précisé dans chaque cas.

Principe :

e On détermine le minimum et le maximunM def sur l'intervalle | proposé dans chaque cas.

e On peut alors écrire 'encadrementmie< f(X) < M pour toutxe | . C'est le meilleur encadrement
possible def (x) pour xel.

19 fix— =X -2x¢+4x+3; 1=[-3;1].
2°)fixi— 2X° - 9¢ +12x+ 1; 1=[0; 6].
3°)f:x»—>§+x—l; 1=[1;4].

2
ayfixe X3 g,
x+1

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 10.
Pour tout réel e [0;10], on construit :

e le point M de [AB] tel queAM = x ;
e le point N de [AE] tel que ENX ;
e le point Q de [AD] tel quAQ =X ;
e le parallélépipede AMRQNPTS.

On noteV (x) le volume du parallélépipéde AMRQNPTS.

Reproduire la figure.

1°) ExprimerV (x) en fonction dex.
2°) Déterminer pour quelle valeur gée volume de AMRQNPTS est maximal.

H G
|
E I
|
+ S __ T F
ST A7
NF—L P!
| II
| II
| II
XS c
Q. .-~ _ R
A M B

L'unité de longueur est le décimétre.

On désire réaliser une boite en papier qui a ladéai’'un pavé droit sans couvercle. Pour cela, spadie d’'une
feuille carrée de co6té 6. En enlevant dans chagunos un carré de cox0< x < 3) et en effectuant des
pliages, on peut réaliser une boite sans couvarsise carrée.

On noteV (x) le volume de la boite en dm

Faire une figure du patron de la boite (en deuedsions).

On peut éventuellement découper le patron en ptéem pour c6té du carré (et non 6 dm!).

1°) Préciser les trois dimensions de la boite pxq':rimerv(x) en fonction dex.

2°) Pour quelle valeur dele volume de la boite est-il maximal ?

3°) Déterminer a I'aide de la calculatrice les uasedécimales approchées d'ordre 3 par défautéadsxrpour
lesquels le volume de la bofte de 1G*dm



Une boite de conserve a la forme d’un cylindreé¥elution. Son volume est de 1 3m
R

On noteR le rayon de la base (en drh)la hauteur (en dm) &l'aire totale (endm?).
Reproduire la figure.

1°) Démontrer quetR?h=1.

2°) ExprimerS en fonction déR.

Indication : On pourra réfléchir a partir du patron de la bd&eonserve.

3°) DéterminelR pour queS soit minimale. Démontrer qu’alors la hauteur egtlé au diametre.



La fonctionf présente un maximum local en 1 égal a 1.

Corrigé

Point-méthode valable pour tous les exercices :

Remarque : positionner les extremums au bout des fleches.

N . . . . |
T T s s - - ] I Vérifier avec une calculatrice graphique ou avec utogiciel de tracé de courbe sur ordinateur. I
I Pour calculer les extremums, on utilise la « fodadase ». |
| 1 [2]f: x> x*-3x%+3
9, =R

[1]f:x— —2x*+6x-3
f est dérivable suR car c’est une fonction polyndme.

9, =R
vxeR  f'(x)=3%-6x
f est dérivable suR car c’est une fonction polynéme. = qx )
vxeR f'(x)=-6x+6
=6(1-x%) X —® 0 2 +o
=6(1+x)(1-%) Signe de 8 - 0 + +
Signe dex—2 - - 0 +
X —o0 -1 1 + o0 -
Signe def '(x) + 0 - 0 +
Signe de & + + + —
Variations def / \ /
. —_ 0 “+ + -
Signe del+ x
On calcule les extremums locaux en O et en 2.
Signe de 1 x + + 0 -
f(0)=3
Signe def '(x) - o 0 - f(2)=2-32+3-8 12 3— 4 3
Variations def T, / 1\_, - . N
Le tableau de variation fait apparaitre deux extnas locaux.
On ne met que des + sur la premiére ligne car ®efiurs positif « quoiqu’il » arrive. fix xX*+x-1
* Ligne facultative car 6 est un nombre strictemeositif. I, =R

On calcule les extremums locauxfden —1 eten 1: ) )
f est dérivable suR comme fonction polynéme.

f(-9=..=-7 vxeR  f'(x)=3xX+1
f (1) =..=1 Cette expression ne s’annule jamais, elle est tosistrictement positive, donc dans la ligne « SEBNf '(x) »
) . ) du tableau récapitulatif, on ne met aucun 0.

f est strictement décroissante sur l'intervallec]:— 1].

f est strictement croissante sur l'intervalle [-11.;

f est strictement décroissante sur I'intervalle 1.

La fonctionf présente un minimum local en — 1 égala—7.



X — o0 o0

SGN de f '(x) +

Variations de

f est strictement croissante sRur
f n'admet pas d’extremum.

Commentaires :

o Il y a un seul signe sur la ligne « SGN ﬁé(x) ». Cela peut surprendre de prime abord.

* La courbe représentative de la fonctioriadmet ni début ni fin.

AAAAAAAAAANAANAAAANAAN

[4]f x> — x4+ X2+ x-2
D, =R
f est dérivable suR comme fonction polynéme.

vxeR  f'(x)=-3x+2x+1

f'(x) est un polyndme du second degré dont les racorgslyracine évidente) et% (obtenue par produit).

) . 1 ) -
3
SGN de f '(x) - 0 + 0 -
Variations def \ 59 / \
27

f)=—T+P+1- 2=

1 ¥ (1) 1 111 4+ 3954 49 54 ¢
fl-Z|=—|-=| +|—=| +|-=|-2==+-"—--2= = =——
3 3 3 3 27 9 3 27 27 2

Dans le tableau de variations, on ne met que desrgexactes.

f est strictement croissante s{u{% ; 1} .

f est strictement décroissante %u{oo = 5} et sur[1;+oo[ (ne pas dire sur la réunion des deux intervalles)

Attention, les deux intervalles sont fermés (il B'pas de « zone plate » pour la représentatig@higpae).

f:x»—> x+1

X-2

7, =R\{2)

f est dérivable suR \ {2} comme fonction rationnelle (ou méme commedton homographique).

La dérivée dé ne s’annule en aucun réel.

X - 2 +00
Signe de — 3 - -
Signe de(x-2)* " + g +

Signe def '(x) - -

Variations def

" Un carré est toujours positif ou nul.

On met une double barre dans le tableau de varsa#ia niveau de la valeur interdite.

f est strictement décroissante sur les intervplle ; 2] et ]2;+ o[ .



1
@f X X+
X
g, =R
f est dérivable suR” comme somme de fonctions dérivables&uou comme fonction rationnelle (& condition
de mettre préalablement I'expressionf @& méme dénominateur, ce qui montre foest bien une fonction

rationnelle).

vxeR’ f-(x)zl_i

_ (x-1)(x+1)

X2

Seule cette écriture de la dérivée sous forme guatient dont le numérateur est factorisé permétieie
étudier le signe dé '(x).

X —® -1 0 1 +00
Scy?:\—llde — (num + + +
S(;Nlde B _ _ pur +
SGN de onc
2 + + '} + +
SGN de
- - )l +
f '(X) + numr
Variations / -2 \
def T /

On a une double barre & partir du signefdgx).

Il peut étre chogquant a premiere vue de trouvergueaximum dé sur I’intervalle]— 0] 0[ plus petit que le

minimum def sur lintervalle]0; + o[ .
Mais il ne faut pas oublier que ce sont des extresiocaux dé !

2
[7] f x> 2

x-1

2, =R\{1}

f est dérivable suR \ {1} comme fonction rationnelle.

vxeR\{1} f,(x):w
(x=1)
_ x(2x-2-x)
(x-1)°
~x(x=2)
(x-2)°
X —® 0 1 2 ot
SGN dex — onum + + +
SGN de _ _ _ pnurr +
X—2
SGN de X
(x—1)2 + + o + +
SGN de _
£(x) + ppum - T +
L 0
Variations

f:x»—> x—1+xi

+3
7, =R\{-3}
f est dérivable suR \{- 3} comme fonction rationnelle.

On peut aussi écrirefest dérivable suR \{- 3} comme somme d’'une fonction polynéme et d'une fionct
homographique ».



—b'—/A N
vxeR\{-3} f'(x)=1+4x .t X = =
(x+ 3)2 _ 3 a ) a
C(x+ 3)2 -4
(x+3)2 . . . - o
) Remarque :PourA’, le prime ne veut pas dire que I'on fait le disgriant def ’ ! |l signifie « discriminant
_M réduit ».
(x+3)*
[(x+3)+2][(x+3- 2] X —» -3 -1 1 00
= 2
(X+3) SGN de + (num _ — urr +
(x+5)(x+1 X2 +2x—3 0"
- 2 SGN de ,
(x+3) (x+1)2 + + (7" + +
X — o0 -5 -3 -1 & SGN de _
f '(X) + cnum — U +
SGN de _ - . . .
S(X;’r\ls e Variations / -9 \ \ /
X+1 - - - U + def .
SGN dze + (e + + ) ) . ) )
(x+3) + f est strictement croissante sur les intervalles ; — 3] et[1;+ o[ .
SGN de _ ur f est strictement décroissante sur les interviied; — 1 et ]-1;1].
f '(X) + num — +
Variations _8 ) 2X
def / —_— —_ o [10]f : x — il

x% - 3x 9, =R
@ fix—
X+1
f est dérivable suk comme fonction rationnelle.
9, =R\{-1
L . . 2><(X2+1)—2X><(2X)
f est dérivable suR \ {~ 1} comme fonction rationnelle. vxe R f'(x) = .
(x*+1)
2x—3)x(x+ ) —( % - 3xx 1 2-2x?
VxeR\{-1} f'(x):( )*( ])2( x) =—
(x+1) (x*+1)
X' +2x-3 _2(1+x)(1-%)
(x+1)° (x* +1)2
X% +2x— 3 est un polyndme du second degré qui admet poimasd (racine évidente) et — 3 (obtenue par
produit).
On peut aussi calculer le discriminant réduit (esgmta=1, b=2, b'=1, c=-3).
A'=b?-ac
A'=4

A'> 0 donc le polynéme admet deux racines distinctes Ban



X —® -1 1 +0 X — -2 -1 0 +o0
SGN de
SGN de 1 - g™ + + _6 - - - —
SGN de ~ - g, .
SGN de 1 x + + By _ X +1
2 SGN de én Qder
SGN de(x*+1) + + + (x +2X)2 + + + .
SGN de +
SGN de f '(X) _ num + o _ f '(X) + o num _ _
1 e -3
Variations def \ / \ Variations
-1 def
2x1
1)=-—=1
() 211 f(—l)=—3
_2x(-)
F)=— = f i lintervallp 05— 2 ; f i lintervalle-2;- 1 ;
(-1 +1 est croissante sur l'intervalle- ;- 2[ ; f est croissante sur l'ntervalle-2;-1] ;

f est décroissante sur l'intervafle1; q ; f est décroissante sur l'interval]@;+ o[ .

3

f:xn—> 5
X+ 2x f:x»—>x—1
X

f (x) existe si et seulement &f + 2x= 0
si et seulementgix+2) = 0 9, =R

si et seulementxsk 0 et x+2=0 f est dérivable suR” comme somme de fonctions dérivablesBuou comme fonction rationnelle (a condition

si et seulementesk 0 et x# -2 de mettre préalablement I'expressiorf @& méme dénominateur, ce qui montre fgest bien une fonction

rationnelle).
9, =R\{0;-2}

. 1
vxeR  f'(x)=1+=
f est dérivable suR\{O = 2} comme fonction rationnelle (en effet, la fonction> 3 est une fonction X

polyndme car c’est une fonction constante).

X —® 0 +0
Pour calculer la dérivée, on effectue une rééeritler f (x).
SGN de f '(x) . .
On écrit f (x) =3x— .
X° 42X
Var def / /

YXeR\{0:- 2 f(x)=3x| -T2

(x +2x) ) _ _

5 1) f est strictement croissante sur chacun des intesviloo ; O[ et ]0 ; +oof.
X+
( x? +2x) Attention, on ne peut pas dire gfuest strictement croissante &ir(carR™ est une réunion d'intervalles).

On vérifie le résultat graphiquement.

Remarque :f est impaire c’est-a-dire quéxe R* f (—x)= f(X).
La courbe représentative admet donc l'origine ¢hére pour centre de symétrie.



fixi— x*-3x+2
9, =R
1°) f est dérivable suR car c’est une fonction polynéme.

vxeR f'(x)=3x*-3

X — o0 -1 1 +o0
SGN dex—1 - - +
SGN dex + 1 - D + +
+

SGN de f '(x) 0 - D +

Variations def _—— 4\> O/
f(-)=-1+3+2=4
f()=1-3+2=0
f est strictement croissante surd-— 1] et sur [1 ; +o[.
f est strictement décroissante sur l'intervde ; 1].
2°)

X -2 -15 -1 -0,5 0 0,5 1 15
f(x)| o 3,125 4 3,375 2 0,625 0| 0875

f(-2)=-8+6+2=0

f(-15=-3375 45 2- 3,376 65 31
f(-05)=- 0125 1,5 2 3,37
f(0,5=0,125- 15 2 0,62

f(15)= 3375 45 2 0,87
f(2)=8-6+2=4

3°) Il faut impérativement respecter I'unité indégu

4°)

Lors du tracé d’'une courbe, aprés avoir placé ¢éastg, on les relie a la main, proprement.
1) Tracer les axes.
2) Tracer les vecteurs unités.

3) Placer les points correspondant aux extremuoaubq tracer les tangentes horizontales en cesspiia
régle ainsi que les pointillés a la regle afin diécles valeurs des coordonnées de ces points.

4) Placer les points du tableau de valeurs.

5) Joindre le plus harmonieusement possible ceggaila main et non a la regle.
6) Prolonger le tracé un peu avant — 2 et un pedsah

7) Ecrire le nom de la courbe.

8) Tracer éventuellement quelques tangentes suppléimes afin d’affiner le tracé.

f:x»—>

1-x
1+ x?
9, =R

1°) Calcul de f'(x)

f est dérivable suR comme fonction rationnelle (quotient d’'un polynédeedegré 1 sur un polynéme de degré
2)!
WeR ()= —1x(1+ X)- 2;(><(1— X)
(1+ xz)

_—1-x2-2x+ 2%

- (1+ xz)2

_xX*-2x-1

- (x2+1)2




2°) Déterminons une équation de la tangent€ a ¢ au point d’abscisse 0.

On applique la formule donnant une équation dedatgy(formule a savoir par coeur).

Une équation d& s'écrit y= f'(0)(x—0)+ f(0).

Or f(0)=1et f'(0)=-1.

T a donc pour équatiog = — x+1.

3°) Déterminons les abscisses des points @éen lesquels la tangente est horizontale.

Les tangentes horizontales sont les tangentesetioent directeur nulle.

On résout I'équationf '(x)=0 (1).

(1) est successivement équivalente a :

X2 — 2x—2 1 .
(¢+1)

x*—2x-1=0 (voir note ci-dessous)

x=1-~/2 ou x=1++/2 (valeurs obtenues en calculant le discriminaninaieux, le discriminant réduit)

Conclusion :
La courbez” admet unéangente horizontale aux points d'absciskes/2 et1++/2.

Note pour la lignex’ —2x—1=0:
Son discriminant réduit est égald=2 (formule A'=b"- ac).
A'> 0 donc I'équation admet deux racines distinctes @ans, =1-+/2 et x, =1++/2  (c’est bien « et »

qu'il faut mettre et non « ou »).

[15] f: x> X

2X+1

onf
2

1°) Calculons f'(x).

f est dérivable suR\{— %} comme fonction rationnelle (c’est méme une fonctiomographique, c’est-a-dire

quotient de deux fonctions affines).

2x+1- 2x
(2x+2)°

Vxe R\{—%} f'(x)=

1
(2x+1)°

2°) Etudions les variations def.

La dérivée dé ne s’annule en aucun réel.

1
X — -= +00
2
Signe de 1 + +
. 2 én
Signe de(2x+1) + ) +
Signe def '(x) + +
Variations def / /

La fonctionf est strictement croissante sur les interva]lem T— %[ et }— = +oo[.

(f est strictement croissante sur feidtervalle et sur le 2ntervalle).
3°) Déterminons les abscisses des points @een lesquels la tangente est paralléle a la droife: y=4x.

Deux droites (non paralléles a I'axe des ordonngasf paralléles si et seulement si elles ont lmené
coefficient directeur.

il s’agit bien d'une équivalence
Le coefficient directeur d& est égal a 4.
On résout I'équationf '(x)=4 (1).

On se place danlﬁ\{— %} (ensemble de référence pour les équivalences).

(1) est successivement équivalente a :

1 4
(2x+1)°
1
2x+1)° ==
(2092



Ne pas développer I€"membre.

2x+1=1 ou 2x+l=—}
2 2

2x=}—1 ou 2x=—1—1
2 2

2x:—1 ou 2x:—§
2 2
1 3
X=—=0U X=——
4 4
La courbez” admet une tangente paralléle a la draitBéquationy = 4x aux points d’abscisses% et —%.

Commentaire :

On déduit le coefficient directeur dea partir de son équation réduitg= 4x).

I Formule pour trouver la dérivée d'une fonction homaraphique (quotient de deux fonctions affines') :

I (ax+bj|_ ad —bc I
x+d)  (cx+d) I

2, =R\{-2)
2 est centré en — 2.
Soith un réel quelconque.

-2+he g, & -2+hz-2

< h#0
Dans toute la suite, on suppose due0.

On effectue les calculs d&(— 2+h) et f (- 2-h) séparément.

(-2+h)°+3(-2+h)+1 4-4h+h-6+3n+1 K- h-1
-2+h+2 h h

f(-2+h)=

(-2-h)’+3(-2-h)+1 4+4h+WP-6-3+1 K+ h-1 K+ h1

f(-2-h)= o - -
2-h+2 h h h

(On peut aussi tout simplement rempldegar —h dans le calcul deé (—2+ h)).

h-h-1 KW+h-1 2h
— =- = 2=2(-)

vh#0 f(-2+h)+f(-2-h)= H N

On en déduit qu&” admet le poinQ(— 2;- 1) pour centre de symétrie.

f(x)=x>+3x?

2, =R
Démontrons qué&” admet le poin€2(—1; 2) pour centre de symétrie.

9, eeecest centré en — 1.

Soith un réel quelconque.

On effectue les calculs d&(—1+h) et f (-1-h) séparément.
f(-1+h)=(-1+ h)3+ (- 1+ h)2=— L - I+ R+ 1€ T 2w ﬁ): A- 3n
f (-1-h)=-h’+3h+ 2 (On remplacé par —h dans le calcul def (—1+h))
vheR f(-1+h)+ f(-1-h)= K -3+ 2- B+ 3+ 2= & X

On en déduit queé” admet le poin€(—1; 2) pour centre de symétrie.

3x-2
18] 1 (x)= >
2, =R\{l
Démontrer qués” admet le poinfX(1 ; 3) pour centre de symétrie.
2 est centré en 1.
Soith un réel quelconque.

l1+he% < 1l+h=z1
< h=0

Dans toute la suite, on suppose due0.

On effectue les calculs d&(1+h) et f (1-h) séparément.

3(1+h)-2 3h+1
LR v
3(-h)+1_ -3h+1_3h-1

f(1-h)= =—
(=h —-h h h

(On peut aussi tout simplement rempldtear —h dans le calcul de (1+h)).



Yh£0 f(1+h)+ f(1-h)= 3h;1+3"—h‘1=§h"= 6= 2 2 Méthode :

On en déduit qué” admet le poin€2(1; 3) pour centre de symétrie.

e On étudie les variations desurR grace a la dérivée.

f (X)= 2 12 * On calculer les images des bornes de I'intentadienné (il s’agit chaque fois d’un intervalle ferhorné).
X Hex On en déduit le maximum et le minimum globakder I. On peut éventuellement dresser le tableau d
variations dd uniquement sur |.
2i=R{0; - 2} « Le maximum global désur | est ..;; le minimum global désur | est ... ».

« On conclut par le meilleur encadrement demandgée reilleur encadrement d(x) pour xe | est

Le repére(o, i, j") est orthogonal.
R I O Y

DAAAAANANANAAAAANANANANANANANANANANANS

Démontrons que%” admet la droite A d’équation réduite x =—1 pour axe de symétrie.

2, est centré en — 1. Il est important de retenir la rédaction qui estgmsée (notamment pour le maximum global et lemini

global).
Soith un réel quelconque.
Conseil : (
-1+he% < —-1+hz0et—1+hz-2 S
o hzlethz-1 * On vérifie les variations sur la calculatrice drge. X

P

¢ Eventuellement, on peut utiliser la commande dmlaulatrice permettant de déterminer le maximuta e :

Dans toute la suite, on suppose lethz-1 - f . < ,
PP due minimum (global dans chaque cas) d'une fonctionusuintervalle fermé borné.

P

On effectue les calculs d&(—1+h) et f (-1-h) séparément.

1 1 1
(—1+h)2+2(—1+h)_1—2h+h2—2+ 2h H-1 1) fix——x*—2x*+4x+3; 1 =[-3;1]

f(-1+h)=

1 Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el .
h*-1

f(-1-h)=

vxeR f'(x)=-3X-4x+4
vheR\{-1;1} f(-1+h)=f(-1-h) 2
Le polyndme— 3x* — 4x+ 4 a pour racine% et—2.

On en déduit qu&” admet la droite d’équation réduitex=—1 pour axe de symétrie.

X —® -3 -2

Principe général :

[SREN)

Signe def '(x) _ 0 . 0 i
On cherche le minimum et le maximum de la foncfisar I'intervalle considéré.

| 12 |
On peut étudier la fonction siirtout entier ou sur 'intervalle donné (ce qui, méucertaine maniére est plus Variations de \ / 271\4\

simple).

On calcule les valeurs des extremums locauxsteR :

f(- 2) =-5 (minimum local d’aprés le tableau de variatjons



f (%) = 12—271 (minimum global d’aprés le tableau de vavia) 3°)f:x 2 x-1 i 1=[1;4]
X
Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el .
On calcule ensuite les images des bornes de Vaiterl :

. 9 9 x*-9 (x=3)(x+3
_3)= vxeR f'(x)=—S+1=1-—= =
f(-3)=0 Xe (x) v + 2 v ”
f()=4 La mise au méme dénominateur est obligatoire pétude du signe.

En revanche, la factorisation d@—9 ne I'est pas.

N . 121
D'apres la calculatric 27 4,4814814. Dans le tableau ci-dessous, il faudrait faire @uss lignes avant d’écrire la ligne du signefdéx).

(SGN dex-3, SGN dex+3 et SGN de(x+1)*...)
. , . . . 121
Le minimum global dé sur | est égal & — 5 et le maximum globaf der | est égal BE

X —® -3 0 3
Il s’agit bien cette fois d’extremum globaux suntérvalle | et non d’extremums globaux. SGN de f' (x) . . B _ b +
> Variati de -7 \ /
On en déduit que le meilleur encadrementfc(e() pourxel est]-5< f (x)g 12—71 . ariations / \ .
29)f x> 2x°-9x°+ 12X+ 1; 1 =[0;6] f(1)=9
t(a)=2
Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el . 4

Le minimum global dé sur | est égal & 5 et le maximum globafder | est égal a 9.
vxeR f'(x)=6(X-3x+ 2)

On en déduit que le meilleur encadrementfde) pour xel est{5< f(x)< 9.
f'(x) est un polyndme du second degré dont les racoraslqracine évidente) et 2 (obtenue par produit).
—x?2+3x-1

) f i X >—; 1 =[1;8
) X+1 [ ]]

Déterminons le meilleur encadrement def (x) pour x el .
Signe def '(x) + 0 - 0 +

=X -2x+4

Variations . 6\ / vxeR-1 f'(x)= <o)

Dans le tableau ci-dessous, il faudrait faire jluss lignes avant d'écrire la ligne du signefdéx).

£(0)=1
f(6):18] X — o —1—\/3 -1 _1_,_\/3

SGN de f'(x) - D + D -

Le minimum global dé sur | est égal & 1 et le maximum globafdar | est égal a 181.

- 5-2/5
On en déduit que le meilleur encadrementfde) pour xe | est { 1< f (x) <181]. Variations def \ 5+ /5 / / \

D’aprés la calculatrice; 1+ J5=1,236..

~P+3x1-1_ 1
1+1 2

f(1)=



— 2 —
f(g):M:_i]
8+1 9

Le minimum global dé sur | est égal a‘}%l et le maximum global de sur | est égal &- 2/5.

On en déduit que le meilleur encadrementfdex) pour xe | est :

Complément pour le 4°) : calcul des extremums

On considére une fonctidrdéfinie par f - Y ouu etv sont deux fonctions dérivables sur un intervatiles
v

quev ne s’annule pas sur .

u'v—uv

On a alorsf '= >
%

Si f'(a)=0, alorsu'(a)v(a)- u( d V( 3=0.

41

-5 S f(x)<5-2/5].

Donc sous réserve d’existence des dénominateuss;|dr(a) = ——

Ici, u(x)=- ¥ +3x-1
v(x) = x+1
u'(x)=-2x+3
v'(x)=1

u(—1+J§)_ u'(— 1+J_5)_— 2(— lh/_5)+ 3

f(—1+JE)= . -5-2/5

v(— 1+J§) - v'(— l+\/—5) -

Dans les exercices d’'optimisation, on dit toujozgsjue I'on cherche : maximum ou minimum autrenoirsi

I'on cherche a maximiser ou @ minimiser une grandeu

Probléme d’optimisation
Il s’agit d’'un probleme d’optimisation dans I'espac.
L'utilisation d'un logiciel de géométrie dynamigdans I'espace serait intéressante pour ce typetiee.

Il est important de se souvenir que[0;10] comme cela est dit dans I'énoncé.

Refaire la figure comme c’est demandé !
On pensera a bien respecter les conventions dEstem pointillés pour les arétes cachées.

1°) Exprimons V(x) en fonction dex.

\Y (X) =AM xAQ xAN
= XX X><(10— X)
=x*x(10-X)
2°) Déterminons pour quelle valeur dex le volume de AMRQNPTS est maximal.
On cherche le maximum de la fonction V sur I'inedle [0 ; 10].
Pour cela, on étudie les variations de la fonctiaur l'intervalle [0 ; 10].

On va utiliser la dérivée.

V est dérivable sur l'intervalle [0 ; 10] comme &ion polyndme.

vxe[0;10] V'(x)=2xx(10-x)+ ¥ x( =3 (nous appliquons la formule de dérivation d’woduit)

=x( 2B¥)

On aurait aussi pu développ‘e!r(x) et dériver I'expression développée mais cela cibddpolus de calculs.



T T

X 0 20 10 ' '

3 | |

| |
SGN dex + + _____|_ _______ |_____

| |

SGN de 20 - 8 + 0 - : :

| |

SGN deV'(x) + 0 - : :

| |
4000 i - - -

Variations de V / 21 \ I I

| |

0 0 | |

| |

—>
Calcul du maximum : X
2 < >
V(Z—;):(?} x(lO—%OJ (nous avons remplaqxc-:’parz—sO dans I'expression de V) 6
_ 4000 Le 12-1-2017
27

Remarque : Dans un patron, il y a toujours degpta

[Avec la calculatrice, on trouv¥ (2—3()] =148,148148..] # H

Conclusion : 1 4 1 1

Le volume du parallélépipede AMRQNPTS est maxinmjrp(=2—30. " "

Probleme d’optimisation (probleme de boite sans couvercle, boite paralléi@gdique a base carrée)

L'utilisation d’un logiciel de géométrie dynamigdans I'espace serait intéressante pour ce typediee.

I

I

I

I

| « base »

. s . ) I

La premiére chose a faire est de faire une figure. |

|

_____________ I

1 |

Faire une figure avec les traces de pliagei. 1
On marque les codages correspondants aux longégales et on dessine les pointillés correspondants 1 1 1 |
traits de pliage (faire une figure avec les trdéliage). T T T T

X



A la limite, on pourrait faire le patron de la lottans du papier un peu fort (on fait d’abord etesdavoir On aurait aussi pu déve|opp\;r(x) mais cela donne davantage de calculs.
une feuille carrée) et le découper.

On jette tous les coins du « carré ».

u(x)=(6-2%° v(x)=x
1°) Exprimons les dimensions et le volume de la boit@ éonction dex. U (x) = 2x(6- 29x(~ 2 V(-1
Les trois dimensions de la boite en dm sont : u'(x)=-4(6-2x)
6 - X
6 — X Explication plus détaillée :
X V(x)=x(6- 2x)2
(Mieux vaut ne pas employer les mots « longuewrlargeur », « hauteur » pour un pavé droit.) Pour calculer la dérivée, on ne peut pas isolgrele tant qué (ce n’est pas une fonction du typé&uc).

e Travail préparatoire :

e Largeur:6 -2
On analyse la forme dv(x). C’est un produit.
e Longueur : 6 —2

V =uv avecu : X— X etv: x— (6—2x)2
e Hauteur x

u'(x)=1etv'(x)=2(6-2x)x(- 2
Le volume de la boite est donné pafx) = (6-2x)" x x..
V =uv

2°) Cherchons pour quelle valeur dex le volume de la boite est maximal.
V'=u'v+uv
On cherche le maximum de la fonction V sur I'intdhe [0 ; 3].
Pour cela, on étudie les variations de la fonctiagur l'intervalle [0 ; 3]. e Calcul & écrire :
On va utiliser la dérivée.

On n’écrit pas la formule utilisée. En revancheyriemiére ligne comporte la trace de la formuleléevation

: utilisée.
Pour calculer la dérivée, on peut développer I'egpion de V mais c’est bien (mieux) de le fairessan S
développer a partir de la forme factorisée donnéegaestion 1°). < V'(x) Zi%(6= 2X)2 4 30 2x( 6= 2()X( _;
) =(6—-2)x(6—X- %)
V est dérivable sur 'intervalle [0 ; 3] comme fdion polyndme. = (6-2x)x( 6- &)
vxe[0:3] V' (x) = 2% (= 2) (6 - 2 x x+( 6- 2()2X S =2(3-x)x §(1-x)  (on «sort» le 2 du premier facteur et @or » le 6 du deuxieme facteur)
—( Bxpx( x46-2%) =1 E==)
=(6-2)x( 6-8)
=2A3x)x § 1x)

=12(3-x)(1-x)

* Nous appliquons la formule de dérivation d’un ¢ud.

On doit donc dériver la fonction— (6 — 2()2 (principe de « sous-dérivée » c’est-a-dire déevélé dans la
dérivée)

On utilise la formule de dérivati((ruz)': 2uu'.

PV VAV AV AV VAV VAV AVAVAVAN



Remarque :

Une autre forme de la dérivée ast(x)=12(x-3)(x-1J.

X 0 1 3
SGN de3-x + +
SGN del—x + 0 -
SGN deV'(x) + 0 -
16
Variations de V / \
0

Calcul du maximum global de V sur l'intervalle; 3] : V(1)=16

Conclusion :

Le volume de la boite est maximal paur 1.

Dans ce cas, il vaut 16 dm

3°) Déterminons a l'aide de la calculatrice les valeurdécimales approchées d’ordre 3 par défaut des

valeurs dex pour lesquelles le volume de la boite est égal @ dm?.

On doit résoudre I'équatiol’ (x)=10 (1) avecxe[0;3)].

(1) s'écrit x(6- 2x)* = 10.

Si on développe le premier membre, on obtient Edigpun x(4x2 — 24x+ 3@ = 1( qui est équivalente a
4% - 24x° + 36x— 10= (.

Il s’agit d’'une équation polynomiale de degré 3.

On ne sait pas la résoudre de maniére exacte dova otiliser une résolution approchée a I'aidéade
calculatrice.

On utilise I'application de résolution des équasipolynomiales de la calculatrice.

On trouvex, =0,3582164.. et x, =1,831745.. (pour la troisiéme solution,, non retenue, on obtient
x; =3,8100..).

Autre méthode :
On trace la représentation graphique de la fondtisnr I'écran de la calculatrice.

On trace également la représentation graphique fimttionx — 10.
On utilise une bonne fenétre graphique (par exempigin =0, X max= 4, Ymin =0, Y max= 18).

On cherche les abscisses des points d'intersedéismleux représentations graphiques (faire [2trded 5 :
intersect).

On observe deux points d'intersection dont lesiabssx; et x, appartiennent a I’intervall[so ; 3] (on observe
un troisiéme point d’intersection mais son abscisse’est pas dans I’intervall[e() ; 3]).

On fait deux fois la démarche.

On trouvex, =0,3582164.. et x, =1,831745.. (pour la troisiéme solution,, non retenue, on obtient
X; =3,8100..).

Les deux solutions que I'on conserve sont les geemiéres car elles appartiennent a l'intervalle 3D

Il s’agit de nombres irrationnels (on peut le détnemaisément avec des résultats de Terminaleajéki

Boite de conserve (probléme d’optimisation)

L'objet de cet exercice est la résolution d’'un peole d’optimisation relié a une situation concréte.

R

1°) Démontrons quenR*h=1.

On sait que le volume de la boite est égaldint .
Donc nR?h=1 (1) (cf. formule du volume d’un cylindre desofution).

2°) Exprimons S en fonction deR.

L’aire totale d'un cylindre est la somme de I'aite la surface latérale et des aires des deux diggaeue I'on
Voit sur un patron).

Faire le patron du cylindre a la régle

aire totale d’un cylindre de révolutien iralatérale+ aire des deux disq

Faire une figure.



3%

e DéterminonsR pour que S soit minimale.

On considére la fonctioft x — 2+ 2nx définie SurR’, .
X

vxeR) f'(x):—x—zz+4nx

On cherche tel que2nx® -1=0 (2).

(2) est successivement équivalente a :
Sur un patron, la surface latérale est représentégar un rectangle.

1
Pou bien comprendre, il faut compléter le patrogcdes mesures. X :E

R X = 3/i vi désigne la racine cubique e‘%})
2n 2n 2n

2nR ﬁ

La valeur exacte de la valeur charniéere est égaé/%;?a (on peut obtenir le début de I'écriture décimaddal
T

racine cubique der2grace a la calculatrice).

R
A l'aide de la calculatrice, on peut donner unesualapprochée dg/;:
On doit calculer I'airé&sdu patron. T
Cette aire est égale a la somme de I'aire latéegligsentée sur le patron par un rectangle egmhme des 3 1 =0,541926070.
aires des deux disques de base. {on

Ona:S=2nRh+ 21 R,

(1) donnerRhx R=1 d'ou nRh:%.

On en déduit :

S:E+27TF3
R




X 0 i ofr
Y2n
Signe de2nx® -1 - omm +
Signe dex? oén + +
Signe def '(x) - omm +
Variations def \ f ( 1 ] /
J2n
D’apres le tableau de variations, on peut voir fgaelmet un minimum global SI}O ;+oo[ atteint pour
1
Yor
On en déduit qu8 est minimale pouR:i.

Yon

Avec les limites en 0 et en + infini, on pourradinguef n'admet pas de maximum global S]Or; + oo[.

e Démontrons gqu'alors h=2R.

R= L d’oul R3:i donc2nR® =1.
%/g 2n

1 __2R<1 2R _2R
R 2RxtR 2R 1

f

On peut multiplier le numérateur et le dénominatBun quotient par un méme réel non nul.

Par conséquenty =

La hauteur de la boite est égale au double du rdyatisque de base c’est-a-dire au diameétre.
On peut Vvérifier cette propriété sur des boitesaleserve ordinaires.



