TS spe Fiche sur les congruences

Pour toute la fichey désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
l. Généralités

1°) Définition

a etb sont deux entiers relatifs.

On dit que les entie@etb sont« congrus modulon » pour exprimer que leur différence est divisible pa

2°) Notation

On écrit:a=b (mod.n).

On écrit aussi parfois= b [mod.n] ou mémea= Db [n].
3°) Exemples

23=2 (mod. 7)
=-1 (mod. 5)

4°) Reprise de la définition
a=Db [mod.n] < a—-b(oub-a) estdivisible parn
a=b (mod.n) & IkeZ tel quea=b+kn

5°) Propriété évidente

a est un entier relatif.

a=0 (mod.n) < aest divisible parn.

[l. Application de la définition

1°) Propriété

Soita un entier relatif fixé.
Les entiers relatifs congrusaanodulon sont les entiers de la formaet+ kn (k €z).

Autre formulation :

Les solutions dang de I'équatiorx = a (mod.n) sont les entiers relatifs de la forme-kn (k € Z) .




2°) Exemple
Les entiers relatifs congrus a — 1 modulo 3 saefdiers de la formék —1 (k € Z).

Il est intéressant de les représenter sur la drégke (droite graduée).
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On noteE I'ensemble des entiers relatifs congrus a — 1 rwodu
E est 'ensemble des entiers de la forke-1 (k € Z) .

C’est aussi I'ensemble des entiers de la foBke 2 (ke Z) ou encore I'ensemble des entiers de la foBke 5
(keZ).
On peut en fait remplacer — 1 par n'importe quéhént deE.

3°) Propriété
Soitb un entier quelconque congraanodulon.

Les entiers relatifs congrusaanodulon sont les entiers de la fornie+ kn (k €Z).

4°) Cas particulier

Les entiers congrus a 0 moduigont les multiples de.

5°) Utilisation pratique : tableaux de congruences

Il s’agit d’'une méthode trés utile en pratique.
On utilise les propriétés opératoires des congrefadditions, multiplication, puissances).

[1l. Propriétés immédiates de la relation de congrence

1°) Propriété 1 (réflexivité)

a=a (mod.n)

2°) Propriété 2 (symétrie)

Sia=b (mod.n), alorsb=a (mod.n).

3°) Propriété 3 (transitivité)

Sia=b (mod.n) etb=c (mod.n), alorsa= c (mod.n).




IV. Congruences et opérations

a, b, ¢, d sont des entiers relatifs.
k est un entier naturel.

1°) Propriété 1 (addition ou soustraction d’'un mémexombre)

Sia=b (mod.n), alors a+c= b+c (mod.n)

@t—-c= b-c (mod.n).

2°) Propriété 2 (addition ou soustraction membre @anembre)

Sia=b (mod.n) etc=d (mod.n), alors a+c= b+d (mod.n)

eta-c = b-d (mod.n).

3°) Propriété 3 (produit par un méme entier)

Sia=b (mod.n), alors axc= bxc (mod.n).

4°) Propriété 4 (produit membre a membre)

Sia=b (mod.n) etc=d (mod.n), alors axc= bxd (mod.n).

5°) Propriété 5 (élévation des deux membres a un m@& exposant entier naturel)

Sia=b (mod.n), alors a“= b* (mod.n).

V. Congruences et division euclidienne (1)

1°) Propriété fondamentale

Tout entier relatif a est congru modulon a son reste dans la division euclidienne par.

2°) Un corollaire important

Tout entier relatif a est soit congru a 0 modn, soit congru a 1 modn ... soit congru an—1 mod.n.




3°) Cas particuliers
e Congruence modulo 2

Tout entier relatif est soit congru a 0 modulo 2 songru a 1 modulo 2.

Il est important de retenir les équivalences sue@poum entier relatif quelconque.

nest paike>n=0 (mod. 2).

nestimpair=n=1 (mod. 2).

e Congruence modulo 3

Tout entier relatif est soit congru a 0 mod. 3 soitgru a 1 mod. 3, soit congru a 2 mod. 3.

VI. Congruences et division euclidienne (2)

1°) Propriété

a etb sont deux entiers relatifs.
a=Db (mod.n) si et seulement sa etb ont le méme reste dans la division euclidienne par

2°) Conséquence

a est un entier relatif.
a=r (mod.n)et 0<r <n < r estle reste de la division euclidienne depar n.

» Application aux calculs de restes de divisiondidignnes d’entiers

VII. Résultats sur les congruences modulo 3 et motu9

Tous les résultats énoncés pour les congruenceslom®dont valables pour les congruences modulo 3.

1°) Résultat préliminaire sur les puissances de 10

vkeN 10¢=1 (mod. 9)

2°) Propriété

Tout entier naturel N est congru a la somme delséfises en base 10 modulo 9.

N = somme des chiffres de N en base (mod. 9)



La démonstration est évidente a partir de la déowitipn en base 10 de N.

On poseN =a.a, ,..8, oU &, &, ...a, sont des entiers naturels inférieurs ou égauxea 8, = 0).

On écrit la décomposition en base 10 deMi= a,x10" +a, ;x 10" + ..+ a,x 10-a,.

Le résultat découle de la petite propriété donmékE : toute puissance de 10 d’exposant entier naéstatongrue
a 1 modulo 9.

3°) Applications

Cette propriété permet de justifier :
e la méthode de calcul du reste de la division dierine d’un entier naturel par 3 ou par 9 a la main
e les critéres de divisibilité d'un entier naturelr3 et par 9 ;

e la méthode de la preuve par 9 pour la multiplarati

VIIl. Résultats sur les congruences modulo 10, 10Q000 etc.

Propriété :
e Tout entiel est congru modulo 10 aufehides unités de son écriture en base 10.

e Tout entiel est congru modulo 100 aulrenformé par les deux derniers chiffres de soitugeren base
10.

e Tout entiel est congru modulo 1000 ambre formé par les deux derniers chiffres de soiuée en
base 10.

Démonstration :
On utilise la décomposition en base 10 d’'un emtaurel.

VIII. Quelqgues méthodes importantes

1°) Calculer le reste d’une division euclidienne dantier relatif A par un entier natural> 2.

» On raisonne en congruence modal®n utilise les propriétés opératoires des congree (additions,
multiplications, puissances).

2°) Démontrer qu’un entier A est divisible par un entiaturein> 2.

» On raisonne en congruence modual@®n démontre que & 0 (mod.n).
On peut étre amené a utiliser le petit résultatamtiqui est tres facile a démontrer.

a etb sont deux entiers relatifs tels qaes b (mod.n).

a divisible pam < b divisible pam.




3°) Résoudre une éguation donnée par une congruence.

» On utilise un tableau de congruence (possible djoarraisonne en congruence modulmour de petites
valeurs de).

Exemple : Déterminer les entiers relatitgels que 5= 3 (mod. 8).

4°) Etablir une propriété valable pour tout entieatiél

» On utilise un tableau de congruence (possible djoarraisonne en congruence modulmour de petites
valeurs den).

Exemple : Démontrer que pour tout entier relatife nombrex® — x est divisible par 3.
On raisonne en congruence modulo 3.

4°) Logique et congruences

On peut ajouter ou soustraire un méme entier faak deux membres d’une relation de congruence.
On obtient une nouvelle relation de congruencesgtigquivalente.

Autrement dit, on a les équivalences suivantes pooirc entiers relatifs :
a=b (mod.n) < a+c=b+c (mod.n)

a=b (mod.n) & a-c=b-c (mod.n)

En revanche, les propriétés pour le produit eplessances ne fonctionnent que dans un sens :
a=b (mod.n) = axc=bxc (mod.n) ;a=b (mod.n) = a“=b* (mod.n).

Il N’y a pas équivalence.

Il faut faire trés attention a ne pas écrire trap des équivalences.

Exemple :
22 = 1 (mod. 3) mais 2 n’est pas congru & 1 modulo 3 !

Un cas cependant d’équivalence vraie pour le ptodu b (mod.n) & —a=-b (mod.n).

5°) Une technique importante : passer d’'une égalité une congruence

Exemples:

® on suppose queety sont deux entiers relatifs vérifiant I'égalfé — 3y = 1.
On peut alors écrire : xX5= 1 (mod. 3).

On peut également écrire : ¥3 1 (mod. 5).



@ on suppose queety sont deux entiers relatifs vérifiant I'égalit@x— 3y = 1.

On peut alors écrire : : ¥ZE= 1 (mod. 3) et mémex2= 1 (mod. 3) car 1 2 (mod. 3).

Dans une égalité modufg on peut remplacer un nombre par un nombre qudticongru modulo.



