1ére S

Le produit scalaire dans le plan (3)
Propriétés du produit scalaire

Plan :

I. Propriétés fondamentales

1. Conséquences de la bilinéarité

1. Identités remarquables scalaires

IV. Lieux géométriques d’orthogonalité

V. Appendice : révision de la propriété de Zsur triangle rectangle et cercle

VI. Rappels sur le carré scalaire d'un vecteur

Introduction :
Le produit scalaire est une sorte d'opération dansemble des vecteurs.

La difficulté c’est qu’on va la méler aux deux ogtiwns connues dans I'ensemble des vecteurs (awldié
deux vecteurs et multiplication d’'un vecteur paréel).

|. Propriétés fondamentales

1°) Propriétés

U, v, W sont trois vecteurs quelconques.

k est un réel quelconque.
R : (k). v=k(a-Y)

R, : u-(v+w): Us V4 Ue W

2°) Commentaires

o Il est important de savoir lire ces propriétés.
R, se lit : «ku scalairev est égal & facteur deu scalairev ».
P, se lit : «u scalairev+w est égal &1 scalairev plus u scalairew ».

e Dans la propriétd3, k représente un réel.

e Dans la propriétd,, on passe d’un produit scalaire & une additioprdduits scalaires.
Je dirais plus précisément que I'on passe d’'unytaedalaire a une somme de produits scalaires.

e Les deux propriétés constituent la propriétditieéarité du produit scalaire. On dit que I'application qui
tout couple de vectew(ij, 9) associe leur produit scalaite v est bilinéaire.

L’adjectif bilinéaire sera expliqué dans le supérieur. Cet adjectifi@sa méme famille que I'adjectihéaire
(qui a donné aussi I'adjectiblinéaire).

3°) Exemples d'utilisation
(2&) V= 2(&.‘\/)

(21)+ u=2(u- 1) =20
a.(_za):_z(a.a):_ u

« On n’est pas avec des nombres mais ¢a marcheeawveo des nombres. »



4°) Démonstration deP,

La propriété est évidente lorsque I'un au moinsdis< vecteurs est nul ou (inclusk)=0.

On suppose donc qlfe etv sont non nuls ek = 0.

On pose(ﬂ/\;f/) =a (ael0;mn]).

On va distinguer deux cas, suivant due0 ou k> 0.
Dans chaque cas, on commence par faire une figurepeésentant les deux vecteurs a partir de laeaném

origine.

e 1% cas (k>0

(kﬂ) -Y/:H kﬁHxH AVHXCOS(X
=| k\HGHxHQchosa
:kH u HXH Y/choscx

:k(u-v)

o 2°cas [k<0]

(kﬂ)-?/:H kﬁHxH Avchos(n—(x)
=|k \H GHxH T/chos(n—a)
:(—k)H ﬂHxHVHx(—cosx)
N AL

=k(uv)

Dans le cak > 0, lek « touche » (affecte) juste les longueurs (les esjril ne modifie pas I'angle

géomeétrique.
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5°) Démonstration deP, (& comprendre)
La propriété est évidente lorsque- 0.

On suppose donc quez 0.
A et B sont deux points tels que Agl.
C est le point tel que AEV.

D est le point tel quED = w.
H est le projeté orthogonal de C sur (AB).
K est le projeté orthogonal de D sur (AB).

Il existe un réek tel queHK = k AH .

G.(Q+W)=E.(E+ﬁ)
—AB.AD
=AB.AK (1)

UeV+Us Ww=AB.AC +AB -CD
=AB.AH +AB «HK
:E-Aﬂ-ﬁﬁ-(kﬁ)
:A@-Aﬂ-kk(ﬁ Aﬁ) d'aprésh,
ww-)

1
AB [ (1+K)AH |
AB - (AH - [iat])

—B.(M+HKJ
AH +HK

=AB-AK (2)

o .



D'aprés (1) et (2), on a don%u . (9+ Vv) =Us W+ W W

6°) Retour sur la propriété P,
* Un cas particulier d’application de la propridé:

U et v sont deux vecteurs quelconques.

1. Conséquences de la bilinéarité

1°) Propriétés

\a.(:v):(_ a).*v:_(*u.x)‘

Il s'agit d’une application de la proprié® aveck =—-1.

On rappelle que-1x=— x.

On omet souvent les parenthéges(—T/) :(— u) V== Us \.

e Un exemple pratique de mise en ceuvre de la ptégeié

A, B, C sont trois points quelconques.

AB -CA = AB + (~AC) =~ (AB -AC ) = ~AB +AC

On peut aisément retrouver cette propriété daoadeuA =B et A=C.

u, v, u', v' sont quatre vecteurs quelconques.

k etk’sont deux réels quelconques.

(ku)e (k'v)=kk' (0 V)

c

AB +CA = AB xAC xcos(A;B’;\c—A)

=ABxAC xcos(n—a)
=AB xAC x (- cosa)
=— AB xAC xcosa
=—AB.AC

En fait, on a refait la démonstration de la pragrié

(G+\7)-(ﬁ+\7):ﬁ eU'+U oV
2°) Commentaires
Pour la propriéte{GJJ/) . (U‘+T/) =..., on passe d’un produit scalaire & une additioprdduits scalaires.

Je dirais plus précisément que I'on passe d’'unytedalaire a une somme de produits scalaires.

3°) Exemples d'utilisation
(24)+(3v)= 6(u- Y
(2u)+(20)= 4(u- U)= 4d

-2

(30)« (- 2u)=-eu
« On n’est pas avec des nombres mais ¢a marcheeawveo des nombres. »
4°) Application

Calculs de produit scalaires par décompositiontdisant la relation de Chasles (voir exercices).
Cette décomposition doit étre choisie judicieuserrieife sera donnée au début.

Cela fournit un troisieme moyen de calculer un pibsicalaire.
Attention, une erreur classique consiste a rempldes vecteurs par des longueurs.

5°) Une égalité importante

Us (T/—Vv) =U. v W W (A utiliser dans les deux sens)




6°) Retour sur une propriété

2(1] . T/) =2 multiplié par «u scalairev »
=(ZG)-V/ (« 2u scalairev »)

:G-(Z\?) (« u scalaire2v »)

Attention, Z(G . V/) n'est pas égal ézﬁ) . (29). Il ne s'agit pas du tout de distributivité !
(@) ()- 45

Il. Identités remarguables scalaires

1°) Formules

U etv sont deux vecteurs quelconques.

- -2 - - -2
(u+v) =U +2UeV+V
e L - - =2
(ufv) =U —2UeV+V

(G+G)-(D—\7):?f—¥/2

2°) Commentaires

o |l est important de savoir lire les 3 égalités.

e Normalement, on devrait écrire les deux premigtestités remarquables sous la forme suivante :

(a+"v)2:a2+z(a.‘v)+“vz;

- =\2 — - = -
(u—v) = u2—2(u- v)+ V.
o |l est important de savoir lire les 3 égalités.

o |l est important de savoir lire les identités requeables.

La premiére identité remarquable scalaire sergiai
« carré scalaire de+v= carré scalairewde i foscalairew carré scalaire d ».

La deuxieme identité remarquable scalaire serlgiai
« carré scalaire de—v= carré scalaireude i toscalairev+ carré scalaire d ».

La troisieme identité remarquable scalaire sariia
« (ﬂ +V/) scalaire(ﬁ—il) = carré scalaire de-  carré scalde v ».

3°) Démonstration (a savoir refaire)
On utilise les propriétés du c’est-a-dire la bilinéarité du produit scalaire.
- 2 - = O
(uv) = (e (uey
=UsU+Us VH Vo L+ W )

-2 —- - =2
=U +2UsV+V

(ﬂ+(/) -(IJ——\I) ZU - W ¥ b Y
-2 -2
=u -v

4°) Démonstration du théoreme de Pythagore a I'aiddu produit scalaire

ABC est un triangle rectangle en A.

Démontrons queAB* +AC? =BC?.

BC? = BC
= (AC-AB)
~AC" +AB"-2(AB +AC)
Y/
0

=AC? +AB?

Cette démonstration montre la puissance de I'aytioduit scalaire ».

Le produit scalaire permet de (re)démontrer de amartrés courte et tres simple le théoreme de Bgtba

5°) Exemple de développement par identité remarqudé scalaire
Développer(3ﬁ+ ZT/)Z.
(3 20)" = (30) " 2((a)- (29)+( 2

=9u” +2x G(G -\7)+ &

—ou’ +12(f1 . Y/)+ a

—OU +12Ue v+ A



IV. Lieux géométrigues d'orthogonalité

1°) Propriété 1 [droite perpendiculaire]

A, B, C sont trois points tels que =B .

L’ensemble des points M du plan tels gdB - CM =0 est ladroite orthogonale gAB) passant par C.

V. Appendice : révision de la propriété de Zsur triangle rectangle et cercle

1°) Enoncés en « si ..., alors .»
e Propriété directe

Formulation 1

En effet, I'égalitéAB « CM =0 traduit I'orthogonalité des vecteufsB et CM (cf. propriété vue dans le
chapitre « Produit scalaire (1) » sur produit scalaul).

2°) Propriété 2 [cercle défini par un diametre]

Le cercle circonscrit a un triangle rectangle armbametre I'hypoténuse.

Formulation 2

Si ABC est un triangle rectangle en C, alors sanleeirconscrit a pour diamétre [AB].

Formulation 3

Si ABC est un triangle rectangle en C, alors C &jp# au cercle de diamétre [AB].

A et B sont deux points tels que=B .

L’ensemble des points M du plan tels qié «MB =0 est lecerclede diamétre [AB].

e Propriété réciproque (propriété de I'angle droit dans un cercle)

Formulation 1

En effet, I'égalitétMA -MB =0 traduit I'orthogonalité des vecteuldA et MB (cf. propriété vue dans le
chapitre « Produit scalaire (1) » sur produit Scalaul).

3°) Application aux ensembles de points

Voir exercices

A et B sont deux points distincts.

Si un point C appartient au cercle de diametre [8Bdst distinct de A et B, alors le triangle ABE eectangle
en C.

Formulation 2

Si on joint un point d'un cercle aux extrémitésrdiiametre, alors on obtient un angle droit.

Formulation 3

A et B sont deux points distincts.

Si C est un point du cercle de diametre [AB] disttide A et de B, alors I’angIA/a?} est droit.

10



2°) « Création » d'un seul énoncé en « si et seulent si »
Formulation 1

A et B sont deux points distincts.
M est un point distinct de A et B.

e Si M appartient au cercle de diameétre [AB], alerriangle ABM est rectangle en M.

o Si le triangle ABM est rectangle en M, alors M agijent au cercle de diameétre [AB].

M appartient au cercle de diametre [AB] si et seulment si le triangle ABM est rectangle en M.

Formulation 2

A et B sont deux points distincts.
M est un point distinct de A et B.

e Si M appartient au cercle de diametre [AB], alaagle AMB est droit.

e Sj I’angle/WITB est droit, alors M appartient au cercle de diaenpsB].

M appartient au cercle de diametre [AB] si et seulment si I'angle AMB est droit.

3°) Caractérisation d'un cercle comme ensemble deomts

VI. Rappels sur le carré scalaire d'un vecteur

On a vu la notion de carré scalaire d’'un vectemsde chapitre « Produit scalaire (1) ».
On rappelle ici la définition (trés importante)@propriété importante.

1°) Définition

U est un vecteur quelconque.

. . ~ ~2 =2 -
On appellecarré scalairede u le nombre notél défini paru =u-u.

2°) Propriété

- =2 - 2
Pour tout vecteuu, ona:u = H u H .

L’ensemble des points M du plan tels qw «MB =0 oll A et B sont deux points tels qle=B est le
cerclede diameétre de diameétre [AB].

Il s’agit d'une caractérisation d’un cercle comriaailgéométrique d’orthogonalité.
On peut dire qu'un cercle est le lieu des pointgid’on « voit » un diametre sous un angle droit.

C’est cette définition qui était utilisée dans I¥quité pour définir un cercle plutdt que par cendt rayon.
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Le carré scalaire d'un vecteur est égal au carsaderme.
3°) Cas particulier d’'un vecteur défini par deux pants

A et B sont deux points quelconques du plan.

% -7 [ e

Le carré scalaire du vecteAB est égal au carré de la distance AB.
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