1°*S | Nombre dérivé d’une fonction (3)

Ce chapitre est le point d’aboutissement des chepijtrécédents.

On va reprendre les notions précédentes de nonméneédet de tangente en donnant une version fidese
définitions et en complétant les connaissancesessinotions.

Dans ce chapitre, on poursuit I'étude du nombréséé&n donnant :

- un nouveau langage (le langage des limites)

- une notation pour le nombre dérivé

- la définition d’'une fonction dérivable et du nomalaérivé comme limite

- la définition d’une tangente

- I'équation d’une tangente

- quelques précisions sur les tangentes

- une écriture symbolique pour les limites

Dans ce chapitre, on donne des énoncés précisqaiada « formule de la tangente ».

Toutes les définitions du chapitre sont & connaitrpar cceur.

Plan du chapitre

I. Exemple

............................................................................ a pour but d’introduire un nouveau vocatind

1. Nombre dérivé d’une fonction

............................................. a pour but de donner la version finale de la dtiimdu nombre dérivé

11I. Notation du nombre dérivé d’'une fonction

..................................................................... a pour but de donner la notation d’'un nomkge\eé

.................................................. a pour but de donner la version finale dédfinition d’'une tangente

............................................................................. a pour but de donner une équation de tange

VI. Quelgues précisions sur les tangentes

......................................................... a pour but de donner un mode de représientd’une tangente
couramment utilisé sur les graphiques et de ddfimiotion de tangente horizontale

VII. Ecriture symbolique

............................................................... a pour but de donner une notation commode fadimite

VIII. Retour sur le nombre dérivé calculé sur la cdculatrice

............................................................... a pour but d’expliquer aument la calculatrice calcule le
nombre dérivé d'une fonction

nte



|. Exemple

On reprend I'exemple déja étudié plusieurs foissdarm chapitres précédents.
Nous allons introduire un nouveau langage.

1°) Notations

On consideére la fonctioi x — x°.

On s’intéresse & la dérivabilité tlen 1.

2°) Etude

On avait démontré que le rapport de Newtoh &e 1 — en « version simplifiée » — est donné par :

ACAUERIC] (l+hr)]_ f(l):2+h (h=0)

Nous avions dit dans le chapitre précédent que :

« lorsqueh tend vers 0 (sans jamais étre égal a O puisgué), 2+h tend versL =2 ».
Nous allons formuler le résultat autrement en digae :

« la limite de2+ h lorsqueh tend vers 0 est égalela=2. »

On dit que 2 est le « résultat de la limite » ou kaleur de la limite ».
3°) Intérét de la notion de limite
La notion de limite supplée au fait que I'on netgeas dire qué est égal a 0 ; on fait juste tendirgers 0
(c’est-a-dire qud se rapproche de 0 sans jamais étre égal a @,imhpertant de le rappeler pour bien I'avoir
en téte).
Le langage des limites sera étudié de maniere gienén Terminale.
Pour nous, la notion de limite sera juste un @maihmode. Cette année, I'opération de passageraita |
quandh tend vers 0 dans le rapport de Newton simplifiésistera a remplacérpar O (opération que nous

n'écrirons pas ; nous nous contenterons de doenésulltat de la limite).

11. Définition du nombre dérivé d’'une fonction

Le concept de limite permet donner (enfin !) unfandtéon précise d’une fonction dérivable et du o
dérivé d'une fonction en un réel.

On se place dans un cadre général — abstrait “e{ptession de f n'est pas connue.
On sort du cadre géométrique pour donner cettendifin.

1°) Formulation définitive
f est une fonction définie sur un intervalle 1.

acl

f(a+h)- f(a
Lorsque le rappor{% admet une limite L avet € R, on dit que :

- la fonctionf est« dérivable »ena;

- le nombre L est le nombre dérivé »def ena.

2°) Utilisation de la définition
Cette définition fait le lien entre nombre dérivdimite.

La définition ramene I'étude de la dérivabilité dafonction a une recherche de limite et la déteation d'un
nombre dérivé a un calcul de limite.

On utilisera toujours la forme simplifiée du rappde Newton comme nous I'avions dit dans le chapitr
précédent.

Cette définition est opérationnelle : elle permedémontrer « a la main » qu’une fonction est déali en un

réel et de trouver le nombre dérivé. La méthoderespendant assez lourde a cause du calcul dartaj®sp
Newton et sera remplacée par une méthode pluserapiplus simple dans les chapitres a venir.

On pourra retenir la méthode de calcul d’'un nondénevé « a la main » grace au schéma suivant :

calcul limite

rapport de Newton » expression ——— nombre dérivé déena
taux de variation simplifiée

« évanouissement » du
agndminateur

on remplabear 0
méthode de sépamades calculs  technique de calcul de limitandh tend vers 0

3°) Exemple

f:x»—»1
X

On souhaite étudier la dérivabilité tien 1.

On introduit un réeh pour former le taux de variation flentre 1 etl+h (avech=0).




i—l M —h
f(1+h)‘f(1): 1+h ~ _  1+h _2+rh_ -A L1010 (pourh=0 et hs—1)

h h h h 1+h A 1+h
On a obtenu la forme simplifiée. On va I'utiliseyys étudier la limite quand tend vers 0.

La limite de— ﬁ lorsqueh tend vers 0O est égalela=—1.
+

Comme — 1 est un réel, on peut dire §ast dérivable en 1 et que le nombre dérivéatel est égal a — 1.

I1l. Notation du nombre dérivé

Nous allons voir une notation commode pour noterdmbre dérivé, due au mathématicien francais Josep
Louis Lagrange (1736-1813).

1°) Notation

Lorsquef est dérivable en, le nombre dérivé L deena est notéf' (a). Autrement dit,L = f'(a).

2°) Commentaires

Pour nous, & ce stade de I'étude, la notafib(a) ne fait pas référence a une fonctiorf «».

f'(a) est une notation globale qui ne veut pas direagendea par la fonctionf ' » car nous n'avons pas
parlé de fonction f ' pour l'instant (cela viendra dans le chapitre anty.
La notation f' (a) est a considérer dans son entier. Elle désigte ie@mombre dérivé desna.

La notation rappelle juste que le nombre L dépeladfais def et dea.
3°) Utilisation

Cette notation évitera d’avoir a écrire des phrasesancais.
Elle sera treés pratique pour écrire des formules.

4°) Exemple

f:x»—>1
X

On a démontré dans le paragraphe précéderftegialérivable en 1 et que le nombre dérivEatel est égal a
-1
On peut écriref '(1) = - 1.

1. Définition de la tangente en un point

Nous allons revenir au cadre géométrique pour domme définition précise de la tangente en un pemt
utilisant la notion de nombre dérivé.

1°) Formulation définitive (a connaitre par coeur)

f est une fonction définie sur un intervalle I.
& désigne sa courbe représentative dans un repeére.

A est un point d&” d’abscisseac | .

Lorsquef est dérivable en, on appelléaangentea® en A la droiteT :
- passant par A ;

- et de coefficient directeuf '(a).

2°) Conséquence de la définition
On retiendra quef ‘(a) est le coefficient directeur de la tangeht&%” au point A d’abscissa

On notera également que dans la situation du 1&nigentel n'est pas paralléle a I'axe des ordonnées.
3°) Application
Cette définition permet de répondre a la questiw©omment tracer une tangente avec précision ? ».

Pour tracer une tangente avec précision, il fanhatire le nombre dérivé qui correspond au coefiici
directeur.

est un vecteur directeur deT.

'(a)

Avec les notations du 1% vecteur u

V. Equation de la tangente

1°) Formule

Mémes hypothéses qu'du.

Une équation de la tangentd a la courbe@’au point A d'abscissea s'écrit y= f'(a)(x—a)+ f(a).

Attention & bien voir qu’il y a un produity = f'(a)x(x- &+ f( 9.

2°) Démonstration

On utilise la formule donnant une équation de tEtdrpassant par un point A et de coefficient deecm
donné ty=m(x- %)+ ¥.

. passe par le point A de coordonnégs= a et y, = f(a)
T
. a pour coefficient directeuf '(a)

D’ou la formule.



3°) Commentaires

a désigne I'abscisse du point de contact (ou dectace).

X ety désignent les coordonnées d’un point quelconqua tigente comme pour toute équation de droite ou
ety désignent les coordonnées d’un point variabledidite.

On peut, & partir de cette équation, développer pbtenir I'équation réduite de la tangente (voieraple
numérigue).

4°) Exemple numérique

f:x»—»1
X

On a démontré dans le paragraphe précéderfteptaiérivable en 1 et quie'(1) = - 1.
On note?#” la courbe représentative tiau point A d’abscisse 1.

Déterminons I'équation réduite de la tangen# au point A d’abscisse 1.
On applique la formule en remplagarpar 1.

Une équation d& s'écrit y= f'(1)(x-1)+ f(1) (on utilise directement la formule en situation)

En remplacantf (1) et f'(1) par leurs valeurs, on obtiegt=— (x-1)+1.
En développant et en réduisant, on troyve— x+2.

L'équation réduite d& s'écrit y = — x+2.

L'équation réduite est une équation de droite «rmade ».
C’est donc une égalité dans laquelle figure immealeintx ety.
Il est important de souligner que comme pour ungton de droite « normale », les lettresty ne peuvent

étre affublées d’aucun indice ni de prime (en paligr, on n'utilisera en aucun cas des notatiansyde y;
qui n'auraient aucun sens).

On peut vérifier cette éguation en tracant la tamgesur I'écran de la calculatrice graphique.

On notera — et c’est trés important de I'enregistregue I'on n'a pas besoin de cette équation poacer la
tangente au point A. Le coefficient directeur suffi

On évitera tout recours systématique aux équatiengngentes (en particulier pour les tracés deyantes
pour lesquels le coefficient directeur suffit).

VI. Quelgues précisions sur les tangentes

1°) Indications simplifiées des tangentes

Il arrive assez fréquemment que I'on représentarigente en un point sous la forme d'doeble fleche
comme le montre le graphique ci-dessous.

y

j'

O i X

Cette représentation est trés commode quand otrdodr plusieurs tangentes d’'une méme courbe.
Elle permet une meilleure visibilité que si 'oagrit ces tangentes comme on le fait ordinaireipent des
droites.

2°) Tangentes horizontales

Lorsque la tangente a la courbe est parallelexa kees abscisses, on dit que la tangente kstizontale »
Dans ce cas, le coefficient directeur est égat@$t-a-dire que le nombre dérivé est nul.

On retiendra que lorsque f '(a) =0, la courbe représentative dé admet une tangente horizontale au
point d’abscissea.

Les tangentes horizontales sont particulieremepbitantes lorsque I'on trace la représentation fyope
d’une fonction sur un graphique. C'est par elles Bon doit commencer le tracé d’une fonction. @s |
représente en utilisant la représentation convenélie d’'une double fleche tangente.

On retiendra qu’en général, on fait toujours apipeda (les) tangente(s) horizontale(s), s'il s, sur un
graphique sous la forme d’une double fleche targgent

Par exemple, la courbe représentative de la fameticarré » dans un rep%r@,iﬂ,f) admet une tangente

horizontale en son sommet O. On peut dire qu'atdangente en son sommet a I'axe des abscisses.
Plus généralement, on peut noter dés a présemiréaytier qu’une parabole d'équatign= axX’ + bx+ coua,

b, c sont trois réels tels que= 0 admet une tangente horizontale en son sommegstédtat sera justifié plus
tard.

La courbe représentative de la fonction « cubens da repér({O,T,T) admet une tangente horizontale en son

sommet O. Cette tangente est un peu particulieoe esens que la courbe est d’abord en dessousayuis
dessus. On dit qu'il s'agit d’'une tangente d'inflax et on dit que le point O est un point d’inflexipour la
courbe.



VII. Ecriture symbolique

1°) Notation

Lorsquef est dérivable en un réalet que le nombre dérivé flena est égal a L, nous pourrons utiliser

I'écriture suivante :

im ¢ f@+h)-f(@)_,
h—0 i h -

2°) Commentaires

e Le « lim » n'est pas une abréviation ; c’est uogation mathématique.
e Le «<h — 0 » est contenu entierement sous le « lim ».

3°) Utilisation

Cette écriture pourra étre utilisée pour remplaesrphrases en francais.
On écrira par exemplelhirr?J (2+h)=2.
—

Nous ne l'utiliserons cependant pas — ou trés peette année en exercices.

4°) Formule du nombre dérivé

. . iy ; _f(a+h)-f(a)
On retiendra que $i est dérivable en un réal alors f '(a) :ILmOT .

VIII. Retour sur le nombre dérivé obtenu sur calcubtrice

1°) Pourquoi la calculatrice nous donne-t-elle un ombre plus compliqué que le résultat exact ?

Par exemple, pour le nombre dérivé de la fonctiomcine carrée » en 1, une calculatrice Tl donne
0,5000000625 au lieu de 0,5.

Une calculatrice est moins performante qu’un ladide calcul formel.
2°) Comment fait la calculatrice pour calculer undimite de fonction ?
La calculatrice travaille avec la forme « brutdorrpe initiale) du rapport de Newton.

La calculatrice procéde numériquement en donnardes valeurs de plus en plus proches de 0.
Elle s’arrétera & un moment donné, par exerpi&’, d’oli le nombre approché.

En bref, la calculatrice évalue le rapport de Newtour une valeur de proche de 0, par exempl@ *°.

On peut essayer de faire I'essai avec le rappdieadeton de la fonction « racine carrée » en 1.
Vi+h-1

-

L'évaluation de(p(h) pour des valeurs deproches de 0 pose quelques problémes a la caicelat
La calculatrice « patauge » pour calculer ce typgptession.

Ce rapport de Newton esp(h) =

La calculatrice ne sait pas calculgth) sur la forme de base pour des valeurk geoches de 0.

3°) Pourquoi la calculatrice donne-t-elle une valeuapprochée supérieure a 0,5 (0,5000000625) et non
valeur inférieure (par exemple, 0,4999...) ?

Il est probable que la calculatrice remplaggar une valeur négative proche de 0 et non pavaleer positive.
Laquelle ? Cela reste un peu mystérieux.

Il faudrait faire la moyenne des deux valeurs apipées, mais la calculatrice n’est pas parfaite.

Il est possible également que la calculatricesgtila notion de « dérivée symétrique » qui n'estana
programme du lycée.

4°) Comment interpréter 'affichage ?
Souvent, les derniéres décimales de la valeurthgfficont fausses.

En général, le résultat exact est fourni en comsemnn petit nombre de décimales.

5°) Pourquoi la calculatrice n'utilise-t-elle pas ¢s formules des fonctions de référence afin de troer le
nombre dérivé ?

Prenons par exemple le nombre dérivé en 1 de Giéorf : x — x2.
Nous verrons dans le chapitre suivant que la démdeé est donnée parf '(x) = 2x.
Donc le nombre dérivé deen 1 est égal & (1) = 2x 1= 2 ; on obtient ainsi la valeur exacte du résultat.

La calculatrice ne proceéde pas ainsi car elle aiffe pas de calcul formel (sans Symbolic).
Le 8-12-2015
Grégoire Griffon

terme : décimale résiduelle
Pour f *(3) =.5000001, f'(3)=

N

On peut parler de « décimales résiduelles ».



Résumeé

Compléter les phrases suivantes :

1°)
f est une fonction définie sur un intervalle I.

a est un réel de | étest un réel non nul tel que+ h appartienne a I.

a) Le nombrw s‘appelle ...

f h)- f
i M tend vers un réel L lorsqiretend vers 0 (sans jamais étre égal a 0), on eif gst

....................... enaetLsappelle ..........covvveiiiiii i

c)Lestalorsnoté ............ccoeeennnnn. .

2°) A est le point d’abscissede la courbe représentatigedef.
a) f(a) est...................... du point A.
b) f'(a) sappelle .........cocoevvviieiiiiiis

c) Latangentd a% en A a pour équation .....................



