TS | EXxercices sur les nombres complexes (1)

Calculer en donnant le résultat sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

2,=(2+1)(3-2i) : 2, =(1-i)" ; 2, = (5+2i)(5-2i) ; z4=(%+3ij+(i—l) ; 25=% 2, =11+—3;i ;
- +

o1

T4

On présentera les calculs en colonnes.
Vérifier les résultats a I’aide de la calculatrice.

Résoudre dans C I"équation 2iz—3=2z+i (1).L’inconnue est z.

Résoudre dans C? le systéme (Z) {32 * _5+_2|
z-7'=1-i
Indications :
Il s’agit d’un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues.
Calculer d’abord le déterminant.
Ne pas poser z=a+ib.

[4] Pour tout nombre complexe z = X +iy ((x iy)e RZ) ,onpose Z=22-1z.

Déterminer la forme algébrique de Z en fonction de x et y.
En déduire Re Z et Im Z en fonction de x et de y.
Vérifier en utilisant le site dcode.

Pour tout nombre complexe z =1, on pose Z =i1.

Onpose z=x+1iy, x ety étant deux réels tels que (x; y)=(1;0).
Déterminer I’écriture algébrique de Z en fonction de x et y. On organisera les calculs de maniere méthodique.
Exprimer Re Z et Im Z en fonction de x et de y (ne pas développer les dénominateurs).

@Soitx un réel.
On pose z=(A+i)[A+5-i(A-7)].
Déterminer A tel que ze€iR.

Résoudre dans C I’équation 2z +iz=5-4i.
Veérifier avec le site dcode.

Résoudre dans C I"équation (iz+ 2)(5 —5i) =0.
Indication : On s’abstiendra de poser z =a+ib avec a et b réels.

[9] Pour tout réel a, on pose z, =cosa +isina et z, = (1-2cosa)+isin(2a).
1°) Déterminer les réels a. tels que z, soit un réel.
2°) Déterminer les réels a tels que z, soit un imaginaire pur.

-\ 2 .
Résoudredans(CI’équation =3 -6 2-3i +13=0.
7+2 7+2

Résoudre dans C I’équation z* +2z*-3=0.

z2+2'=2
Résoudre dans C? le systéme () { 17"
7' =

On raisonnera par équivalences.

1°) Factoriser le polyndme P(Zz)=2z*-1 al’aide de quatre facteurs du premier degré et résoudre dans C
I’équation P(Z)=0.

4
2°) En déduire la résolution dans C de I’équation (ZZ—T] =1 (E).
On se propose de résoudre dans C I’équation z* -5z +62* ~5z+1=0 (E).

1°) Vérifier que 0 n’est pas solution de (E).
2°) Soit z un nombre complexe non nul. On pose Z =z +1.
z

a) Calculer Z? en fonction de z (expression sous forme développée réduite).
b) Démontrer gue z solution de (E) < Z*-5Z+4=0 (F).

Indication : Utiliser le a).
3°) Résoudre I’équation (F) On n’écrira pas I’ensemble des solutions de (F) (car cette équation n’est qu’une

équation auxiliaire pour résoudre I’équation (E) ).
4°) En déduire les solutions de (E).
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Equations réciproques
Polynémes

Définition générale

On considere une équation polynomiale de degré n, n étant un entier naturel, de la forme
a,z"+a, ;2" +..+az+3;=0 (E)ol zdésigne I'inconnue (nombre complexe) et ol a,, &, ... &,
désignent les coefficients (nombres complexes) avec a, = 0.

On dit que (E) est une équation réciproque lorsque pour tout entier naturel k [0;n] ona a,_ =a,.
k=n

Le premier membre peut s’écrire P(z) = E a,z* . On parle de polynéme réciprogue.




On consideére le polyndme complexe P(z)=z®—(2+3i)z*+3(1+2i)z-9i.
Le but de I’exercice est de résoudre dans C I’équation P(z) =0 (E) .

1°) a) Soit x un réel quelconque.
Calculer P(ix) en fonction de x ; donner le résultat sous forme algébrique.

b) Déterminer x tel que P(ix)=0.

En déduire que le polyndme P(z) admet une racine imaginaire pure.

2°) En utilisant la racine déterminée précédemment, déterminer une factorisation de P(z).
3°) En déduire les solutions dans C de I’équation (E).

Vérifier en utilisant le site dcode.

—\2
Résoudre dans C I"équation (z) +2iz-1=0 (E).
Indication : Poser z=x+iy ou x et y sont deux réels et démontrer que (E) est équivalente a un systeme de

deux équations a deux inconnues.
Vérifier en utilisant le site dcode (ou un logiciel de calcul formel tel que XCas).

Dans les exercices a[19), on se place dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct
(0,u.v).

Faire un graphique dans chaque cas, en prenant le centimetre pour unité graphique.

On considere les points A(-1-3i), B(2-i), C(3+3i) et D(i).
Déterminer la nature du quadrilatere ABCD en travaillant avec les affixes.

On consideére les points A(3+2i), B(5+4i), C(6+5i).
Démontrer que A, B, C sont alignés en travaillant avec les affixes.

On considére les points A(-1+4i), B(5-3i) et C(9+1i).
Déterminer I’affixe du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un parallélogramme.

Pour tout nombre complexe z on pose Z = zxz+(2+i)z+(2+3i)z+1.
1°) Onpose z=x+iy avec (x;y)eR?.
Déterminer I’écriture algébrique de Z ; en déduire Re Z et Im Z en fonction de x et de y.

Dans les questions 2°) et 3°), on se place dans le plan complexe P muni d’un repere orthonormé direct
(0,u.v).

2°) Déterminer I’ensemble E des points M de P d’affixe z tels que Z soit réel.

On rédigera sur le modele suivant a recopier et compléter (rédaction sous la forme d’une chaine d’équivalences)

On rajoutera le nombre de lignes nécessaires et I’on fera attention a bien écrire les symboles d’équivalence les
uns sous les autres.

Soit M un point quelconque de P d’affixe z.
On pose z=x+iy avec (x;y)eR?.

MeE & ZeR

< Imz=0

S
3°) Déterminer I’ensemble F des points M de P d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur.
Représenter F sur un graphique en prenant 2 cm ou 2 « gros » carreaux pour unité graphique.
Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).
A tout point M d’affixe z on associe le point M"' d’affixe z'=2z% —3iz.
1°) a) Sur un graphique, placer les points A, B, C, D, E d’affixes respectives 2i, 1, 1+%i ,—2i,—1.

On prendra 2 cm (ou 2 « gros carreaux ») pour unité graphique.

b) Déterminer les affixes des points A', B', C', D' et E', puis placer ces points sur le graphique précédent.

I Rappel de notation : I

: eOnnote z,, 7, Z., 7, Z; lesaffixes respectives de A, B, C, D, E. :

: eOnnote z,., 2, Z., 7y, Zz les affixes respectivesde A', B', C', D', E". :
2°) Onpose z=x+iy et z'=x"+iy', avec x, y, X', y' réels.
a) Exprimer x' et y' en fonction de x et y.
b) Déterminer et tracer I’ensemble F des points M de P tels que M' appartienne a I’axe des abscisses.
On rédigera sur le modele suivant a recopier et compléter.
Soit M un point quelconque de P d’affixe z.
On pose z=x+iy avec (x;y)eR?.

MeF < M'e(OX)
& 2'eR
< Imz'=0

¢) Quelles vérifications peut-on faire par rapport aux points A, B, C, D, E ?



Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7).

On note A le point d’affixe i et on pose P* = P\{A} (« plan P privé du singleton {A} » ou plus court « plan P
privé du point A »).

On note f I’application de P dans P qui, & tout point M de P", d’affixe z =i, associe le point M' d’affixe
.z

i

(L affixe de I’image M" du point M par f est donc donnée par z,, = Py - ; attention alors a la place du
Zy —i
prime ).
1°) Déterminer les points invariants par f (c’est-a-dire confondus avec leur image).
On rédigera ainsi la recherche : « M est invariant par f si et seulement si M'=M » sous la forme d’une chaine
d’équivalences et I’on conclura ainsi : « Les points invariants par f sont les points .... et ..... ».

2°) Soit B le point d’affixe 2.
a) Déterminer I’affixe du point B' image de B par f (il s’agit donc de calculer z,, ; /\\ dans la notation a la

place du prime).
b) Déterminer I’affixe du point C, antécédent de B par f. Que remarque-t-on ?

3°) Etant donné un nombre complexe z distinct de i, on pose z=x+iy et z'=x"+iy', avec x, y, X', ' réels.

a) Exprimer x' et y' en fonction de x et y.
b) Déterminer I’ensemble E des points M du plan d’affixe z, distincts de A, pour lesquels z' est réel.

Soit M un point quelconque de P d’affixe z#1i.
On pose z=x+iy avec (x;y)eR?.

MeE & z2'eR
< Imz'=0

Faire un graphique. On prendra 4 cm (ou 4 « gros carreaux ») pour unité graphique.
Placer le point A et représenter I’ensemble E.

A tout nombre complexe z = 4, on associe le nombre complexe Z =%.
Z —
1°) Onpose z=x+iy et Z=X +iY, avecx, y, X, Y réels.
Exprimer X et Y en fonction de x et y.
2°) Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, \7). On note A le point d’affixe 4.
Déterminer I’ensemble E des points M du plan complexe, distincts de A et d’affixe z, tels que Z soit réel.

Faire un graphique. On prendra 2 cm (ou 2 « gros carreaux ») pour unité graphique.
Placer le point A et représenter I’ensemble E.

On consideére la fonction f de C dans C définie par f (z)=2°—-(2+i)z+i.

Ecrire une fonction Python d’en-téte def image(z): qui prend pour argument un nombre complexe z et qui
renvoie son image par f.
Taper puis tester le programme sur calculatrice ou sur ordinateur.

On considere la fonction f de C dans C définie par f(z)=z-4z.
Ecrire une fonction Python d’en-téte def image(z): qui prend pour argument un nombre complexe z et qui

renvoie son image par f.

Taper puis tester le programme sur calculatrice ou sur ordinateur.
Il s’agit de fonctions complexes.
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Maths experts

Exercice 24 programme Python

Il s’agit d’une fonction complexe.

f:C—C

z— 28 —(2+i)z+i

Inutile de marquer « from math import * » au début du programme.
Attention aux indentations.

def image (2) :
y= z**2-(2+1j)*z+1]j
return y

Sur calculatrice Numworks, pour taper i soit écrire un j soit taper sur la touche i et la calculatrice mettra
automatiquement 1j (pour gain de temps).

Exemple :

image(3+4j)
(-9-14j)

Exercice 25 programme Python

Il s’agit d’une fonction complexe.

f:C—C

72— 241

def image (2) :
y=z-4*z .conjugate()
return y

Il n’est pas possible d’écrire ce programme sur la calculatrice Numworks.



Corrigé

! R? désigne I’ensemble des couples de réels.
I R2 est I’ensemble des couples (x; y) avec xeR et yeR.

Fle2en exposant se réféere au fait qu’un couple est formé de deux éléments.
I Un couple est noté avec des parenthéses. 1l'y a un ordre.

Calculs dans C

2,=8-i;2,=—4;2,=29, z4=—%+4i ; 25=§+%i VZg =241 ; z7=—i

Conseil : Vérifier les calculs avec la calculatrice ou avec un logiciel de calcul formel.
Détail des calculs :
7, =(2+i)(3-2i) =6—4i+3i—2i* =8—i

On applique la double distributivité.

On n’écritpas Rez, =8 ; Imz, =—1 car ce n’est pas demandé.
L’énoncé demande juste de calculer et de donner le résultat sous forme algébrique ce que nous avons fait.

2 =(1-i)f =[] =217 = (-2 =4

On pourrait aussi utiliser I’identité remarquable (a—b)4 et le triangle de Pascal.

z,=(5+2i)(5-2i)=5"~(2i)" = 25+4=29
1 .. . 1 . . N
z,= (E+3Ij+(l -1)= _E+4I (« on fait tomber les parenthéses »)

1 2+i 2+ 240 2+i

Z,=—= = ==

2—-i (2-i)(2+i) 2°-i* 2241 5

On applique I’identité : (a+ib)(a—ib)=a”+b?.

Le résultat z, =% est considéré comme forme algébrique (il n’est pas nécessaire de repasser a z, =§+%i )

Z, =% : on n’est pas obligé de « séparer ».



, _(143)(1-i) 1+2i+3 4420

- 2
ST e | 2 2 "
gt _Ld 00
T4 dixi -4 4

On multiplie le numérateur et le dénominateur par i.

Résolution d’une équation dans C

On rédige par équivalences.

(1) & ..
&

Ontrouve S = {—

I

gl -
o~

Solution détaillée :
Résolvons dans C I’équation 2iz-3=z+i (1).

On résout comme une équation normale avec les réels.
On rassemble les z dans le membre de gauche et les nombres dans le membre de droite.

(1) & 2iz-z=i+3

& (2i-1)z=i+3 (on afactorisé le membre de gauche par z)

i+3
S Il=—"
2i-1
i+3)(2i+1 . . L . N . .
z =w (attention : 2i+1 n’est pas le conjugué de 2i—1 ! Le conjugué de 2i—1 est —2i—1)
(2i-1)(2i+1)
- 7o 2i° +i+6i+3
4% -1
o 7 _1+7i
-5
_1+7i
5
[ 2= bl ligne pas forcément utile]
[ &z =_%—£i écriture pas forcément utile]

Soit S I’ensemble des solutions de (1) .

=757

On pourrait laisser le résultat sous la forme d’un seul quotient.

Comme I’ensemble S est constitué d’un seul élément, on dit que S est un singleton.

Résolution d’un systéme linéaire dans C?

On raisonne encore par équivalences pour la résolution du systeme.

On résout le systéme dans C* (C” désigne I’ensemble des couples de nombres complexes).
Ontrouve: S = {(% +i ; %+ %]} (attention & la notation : parenthéses pour le couple et accolades pour
I’ensemble).

Solution détaillée :

3z+z7'=5+2i

Résolvons dans C? le systéme (X) { g
-7 =1-i

Il s’agit d’un systéme linéaire de deux équations d’inconnue (z;z')eC?.
On calcule son déterminant.

Rappel sur les systemes linéaires de deux équations a coefficients réels dont I’inconnue est un
couple :

. . ax+by=c . 3 .
Il s’agit d’un systeme de la forme { y ol a, b, a', b' sont des réels et ot I’inconnue est

a'x+b'y=c’
le couple (x; y)).
Définition et notation :

Le déterminant est le nombre D =ab'-a'b.

On le note D=‘a b =ab'-a'b.
a' b’

Propriété :
Lorsque le déterminant est non nul, le systéme admet un unique couple solution.

Le résultat est encore valable pour les systemes linéaires de deux équations a deux inconnues a
coefficients complexes.

Calculons le déterminant D du systeme ().



3 1
1 -1

Autre méthode :
D= =3><(—l)—l><l=—4
On résout le systeme par combinaisons.

D =0 donc le systeme admet un unique couple solution.

) {42 =6+i (on ajoute la premiére et la deuxieme ligne)
& .
Pour déterminer ce couple, on utilise les multiplicateurs placés a droite du systeme : z-7'=1-i
3z+2'=5+2i x1 x1 2—6—”
z-7'=1-i x1 x(-3) Aad 4
z-72'=1-i
A A
pour annuler lesz'  pour annuler les z 6
()& 4z=6+1 1, 41 i
z2'=z-1+i
47'=2+5i
. 6+i z :%
4 & 6t
Z,_2+5i 7 =240
4
. 6+i . 2+5i 7 7§+l
Le couple solution du systeme est | —; . -
4 4 =Y
2'==+—1

’

L’ensemble des solutions du systeme est S = {(% ZZSIJ}.

Soit S I’ensemble des solutions de (E)

{3335

On lit cette derniére égalité d’ensembles : « S est I’ensemble constitué du couple (E +i ; %+%j ».
On notera la présence d’accolades pour noter I’ensemble et de parenthéses pour noter le couple (il y a un ordre :
d’abord z puis z').

On effectue une vérification rapide.

Comme I’ensemble S est constitué d’un seul élément, on dit que S est un singleton.
@ Calcul littéral dans C

ReZ=x*-y’—x;ImZ=2xy-y

Solution détaillée :

Z=7"-z

z=x+iy (x;y)eR?

Déterminons la forme algébrique de Z.



Z=7"-1
:(x+iy)2—(x+iy)
= X2 +2ixy —y* —x—ly
=x*—y? —x+i(2xy-y)

(on est obligé d’utiliser des parenthéses comme on le fait couramment en algebre)

Comme x et y sont des réels, x* —y*—x et 2xy—y sont des réels.
Donc on a bien déterminé I’écriture algébrique de Z.

Déduisons-en Re Z et Im Z en fonction de x et de y.
D’apreés le résultat obtenu, on a :
ReZ =x*—y®>—x (partie sans i)

ImZ =2xy-y

Rez Imz

2= () 2w () () O

Les bulles de couleur ¢a aide pas mal.

Sur I’original, j’avais fait en turquoise pour le réelles et en vert pomme pour les i.

Calcul littéral dans C

2 2
11 faut mener les calculs intelligemment ; Re Z :Lyz—x cImZ= _+,
(x=1)"+y? (x=1)"+y?

Solution détaillée :

z

Z=—-
z-1

(z#1)

z=x+ly (xety étant deux réels tels que (x; y)=(1;0)).

On peut aussi écrire (X; y) e R? \{(1; O)}

Exprimons Re Z et Im Z en fonction de x et de y.

La méthode consiste a chercher la forme algébrique de Z.
On commence par remplacer tous les z par x+iy.

On va chercher a écrire Z sous forme algébrique.

I Attention & I’organisation du calcul (calcul littéral complexe). 1
I On commence par « regrouper les i » au dénominateur. |
D e e o o e e e e e e o mm e e e mm e e e e e o 1

_ X+iy

T x+iy-1

_ X+iy -

- (x=1)+iy

(x+iy)[ (x-1)-iy]

= ** (car le conjugué de (x—1)+1iy est (x—1)—iy)

[(x=1)+iy [ (x-1)-iy |

A f —1)—i2y?
= X(X ) ('Xy +):y(x2 ) 'y (développement intelligent « en haut » ; identité remarquable
x-1) +y

(a+ib)(a-ib)=a’+b? «en bas »)

X(x=1)+y* +i(=xy+y(x-1))

— *kk

(x—1)2+y2
_ X2 +y?—x—iy
(x—1)2+y2
XX+yP-x . y

= —i on sépare en 2
(x—1)2+y2 (x—1)2+y2 ( P )

2 2
XS+ Yy —X i
y et — y sont des réels.

Comme x et y sont des réels, T >
(x-1)"+y (x=1)"+y?

2 2
KAV X etque imz = — Y.
(x=1)"+y? (x=1)"+y?
* On fait en sorte que numérateur et dénominateur soient sous forme algébrique ce qui impose de regrouper le x
et le — 1 au dénominateur qu’on met dans une méme parenthese (étape obligatoire). On a bien le droit de mettre
x—1 dans une méme parenthese.

On en déduit que Re Z =



Le 13-9-2016
Question de Mayllis Lasri

_ X+iy

B X+iy—1
X+iy

(x=1)+iy

Question : Comment est-on passé de ce dénominateur au suivant ?
Réponse : On regroupe le x et le — 1.

** On complique momentanément I’expression mais cela est nécessaire pour trouver le résultat.

*** Des cette étape, avec la technique de développement intelligent, on peut dire que :
x(x=1)+y* —xy+y(x-1

Rez = XYY oy TV (XD

(x=1)"+y? (x=1)"+y?

Pour le développement du produit du numérateur, on effectue les gestes associés a la double distributivité.

On arrange ensuite le numérateur.

I 11 n’y a pas de raison objective a ne pas développer les dénominateurs pour I’instant.

|
I Utiliser la régle pour tirer les traits de fractions.

r
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

2=(2+i)[A+5-i(A-7)] (reR)

Déterminons A tel que ze iR .

Attention a ne pas développer I’expression de maniéere anarchique. 1l faut développer intelligemment le produit
(développement a 4 termes qui permet de faire apparaitre tout de suite les parties réelles et les parties
imaginaires).

2=(h+i)[ A+5-i(A-7)]

=(A+D)[(1+5)-i(r-7)]

=A(A+5)-i*(A=T7)+i(L+5)-ir(A-7) (détailler ce passage ; attention a I’organisation du calcul)
=22 +6).—7+i(=27+8)+5)
Pour le passage entre la 2° et la 3¢ ligne de calcul, on effectue les gestes associés au développement.

Comme A est un réel, A2 + 61 —7 et — A2 +8L+5 sont des réels.

Donc: Rez=A%+61L—7 et Imz=—-2A?+8L+5.

Version courte :

zeiR < Rez=0

& A2 +6L-7=0

< A=1ou A=-7 (résolution de I’équation du second degré par racine évidente ou calcul de
discriminant réduit ou méme calculatrice)

Pour que z soit imaginaire pur, il faut et il suffit que A soitégalaloua—-7.

Version longue :

zeiR < Rez=0
s A+60-7=0

Considérons le polynéme x2 +6x—7.
Ce polyndme admet deux racines dans R : 1 (racine évidente) et — 7 (obtenue par produit).

zeiR & A=1lourA=-7
Pour que z soit imaginaire pur, il faut et il suffit que A soitégalaloua—-7.
Remarque : On n’écrit pas S = {1; - 7} car I’énoncé ne demande pas de résoudre une équation.

On peut faire au brouillon une vérification mais ce n’est pas du tout utile car on a raisonné par équivalences
(pour A =1, z=12i etpour A=-7, z=-100i).

Résolution d’une équation dans C

On pose z=x+1iy avecx ety réels.

S- {14 —13i}
3

Solution détaillée :

Résolvons dans C I’équation 2z +iz=5-4i (1).

Dans cette équation, on observe la présence de z etde z (conjugué de z).
Il n’y a pas de relation entre z et z (en particulier, z n’est pas égal a — z).

On est obligé de « passer en x ety » (ou plutt en x+iy).

Trouver z équivaut a trouver x et y.
A la fin, nous donnerons les solutions sous la forme x+iy en remplagant x et y par les valeurs trouvées.

Il faut bien avoir conscience que ce I’on cherche c’est z et non z .

Onpose z=x+iy ((x;y)eR?).

Onaalors: z=x—iy (par définition le conjugué d’un nombre complexe est toujours donné par cette formule).



Remarque importante :

Onpose z=x+iy ((x;y)eR?).

On ne pose pas z=X—iy car z est défini dans le cours.

L’inconnue de I’équation est z.

|
|
: On cherche donc z et pas z .
I Donc on « fait» zet pas z.

(1) & 2(x+iy)+i(x—iy)=5-4i
& 2x+2iy+ix—i’y =5-4i
& 2X+2iy+ix+y=5-4i
& 2X+y+i(x+2y)=5-4i

2x+y=5 v
©{x+2§——4 22))

égaux si et seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs parties imaginaires sont égales”)
On n’écrit rien comme rédaction. On peut juste éventuellement ajouter a droite entre parenthéses « par
identification des parties réelles et imaginaires »).

(On traduit sous forme de systéme ; en effet, deux nombres complexes sont

On identifie les parties réelles et imaginaires du 1°" et du 2¢° membre de I’équation.
Il peut étre pratique au brouillon d’entourer les termes.

Pour que cette identification soit possible, il faut écrire le 1* et le second membre sous forme algébrique.

Le systéme a pour déterminant 3 donc il admet un unique couple solution.

% L’accolade veut dire « et ».

[y:572x
< 'Ix+2(572x):74

(on résout le systeme linéaire par la méthode que I’on veut, ici par substitution)
[y=5-2x
|-3x=-14

Jy:572x
<~ 14
X=—
=3

S 1= ——gi [ligne facultative / attention, on cherche z et non z]

[cette ligne doit impérativement étre écrite]



2x+y=5 (1) Résumé de la démarche de cet exercice :
Pour la résolution du systéme { 5 4 (2 ) on peut utiliser la méthode des combinaisons.
+2y=— '

équation a inconnue complexe

On peut utiliser la méthode des multiplicateurs ou la méthode matricielle ou méme appliquer directement les
formules de Cramer.

{2x+y:5 x(-1) systéme a 2 inconnues réelles

X+2y=-14

x(—l)

solution complexe de I’équation
On multiplie d’abord (1) par 2 et (2) par — 1 puis on additionne membre a membre les deux équations.
Durant la résolution, on oublie que x=Rez etque y=Imz.

On multiplie ensuite (1') par 1 et (2') par — 2 puis on additionne membre a membre les deux équations. N )
Pour la derniére ligne, on se souvient que x=Rez etque y=Imz.

(1) o 3x=14 Résolution d’une équation dans C
(29 3y=-13
S ={2i;-5i
14 { }
X =3
Solution détaillée :
&
13
3 Résolvons dans C I’équation (iz + 2)(5 —5i) =0 (1).
L’ensemble des solutions de (1) est § — {Q} 11 s’agit d’une équation « produit nul ».
La régle du produit nul dans C est la méme que dans R :
La résolution du systéme peut s’effectuer avec la calculatrice ce qui évite toutes les étapes de calcul. Un produit de facteurs est nul si et seulement si I’un au moins des facteurs est nul.

(1) & iz+2=00u z-5i=0
* Rappel de la regle utilisée : 2 _
& z=——o0uz=>5i
a, b, @', b' sont des nombres réels.

& Z=———0uz=-5i

=3’ ixi

a+ib=a+ib' 2i
b=b' <:>2=——10u z=-"5i

< z=2iouz=-5i
Remarques :

. L ensemble des solutions de (1) est S ={2i;-5i}.
14+13i

e On peut observer que z = mais ce n’est pas ce que I’on demande ; on cherche zet non z.

. . 2
B B 1 On ne laisse pas la solution sous la forme ——.
¢ S’il n’y avait pas eu le z dans I’équation, on n’aurait pas eu besoin de poser z=X+iy. I o R ! . . i .
On transforme I’écriture de maniere a obtenir la forme algébrique (sans i au dénominateur).
| . 2 ..
I On obtient: ——=2i.
i

|
| L utilisation d’un logiciel de calcul formel pour ce type d’exercices est évidemment trés intéressante. |
|

| On retiendra que lorsque 1’on a une équation avec des z, dans certains cas, il est utile de poser z = x+ iy ; dans

d’autres, au contraire, mieux veut ne pas poser z = x+iy .

Quand on a une équation avec des z, il n’est pas forcément nécessaire de poser z =X+ iy.



[9] Déterminons a tel que z, e iR.

Dans cet exercice, on rédige par « chaine d’équivalences ». .
' gep 4 z,€iR & Rez, =0

1°) zy=cosa+isina (aeR) & 1-2cos o =0

1
o . < coso=—
Avant de commencer, on peut écrire Rez, =cosa et Imz, =sina. 2

T
) . & C0SoL=C0S—
Déterminons o tel que z, e R . 3

zeR & Imz =0 0(=§+2|(TC (kez)
< sina=0 & Jou
S a=kn (keZ) a:—%+2k'ﬂ: (k'ez)
Remarques :

Rappel sur les équations trigonométriques :
e On peut également rédiger ainsi le début (petite variante) : [ m—m m = m e e e e e e e - == — == \

I cosa=cosb sietseulementsi a=b+2kn (keZ)oua=-b+2k'n (k'ez) I

7, réel & Imz, =0 I sina=sinb sietseulementsi a=b+2kn (keZ)oua=n-b+2k'n (k'eZ) I

e On n’écritpas S = {km, k e Z}.
Pour les équations cosx =0, cos x=1, cosx=-1, sinx=0, sinx=1, sinx=-1, il n’y a qu’une famille de
solutions (utiliser un cercle trigonométrique).

Il est intéressant d’expliquer pourquoi dans ce cas les deux familles de solutions données par la regle ci-

dessous peuvent étre rassemblées en une seule famille de solutions. , . z-3i 7 51 13 i
Méthode : changement d’inconnue Z =52 1 SEy

z+
sina=0 < sina=sin0 Solution détaillée :

x=0+2kn (keZ)
== ou
x=n-0+2k'n (k'eZ)

-\2 .
Résolvons dans C I’équation 2=31) (281,130 ).
742 742

On résout dans C\ {- 2} (- 2 est valeur interdite).
x=2kn (keZ) o 73 " .
< 2ou npose Z = PYT) (changement d’inconnue).
x=n+2k'n (k'eZ)
L’équation (1) s’écrit: Z>—6Z +13=0 (1').
x=2kn (keZ)
< sou Considérons le polyndme 72 —-6Z +13 avec Z e C.
x=(2k+Yn (k'eZ)
Il s’agit d’un polynéme du second degré a coefficients réels.

La premiére famille donne tous les multiples pairs de =.
La deuxiéme famille donne tous les multiples impairs de =.
La réunion de ces deux familles donne donc tous les multiples de .

A'=9-1x13=—4

Ona A'<0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées : Z, =3-2i et Z, =3+2i.

2°) z,=(1-2cosa)+isin2a. (o eR)

Avant de commencer, on peut écrire Rez, =1-2coso et Imz, =sin2a.



e 3 i 3.y
z+2 z+2

& 7-3i=(3-2i)(z+2) ou z-3i=(3+2i)(z+2)

& 7-3i=(3-2i)z+6-4i (on développe astucieusement) ou z-3i=(3+2i)z+6+4i*
& z2-(3-2i)z=6-4i+3i ou z—-(3+2i)z=6+4i+3i

& [1-(3-2i)]z=6-i ou [1-(3+2i)|z2=6+7i

& (-2+2i)z=6-iou (-2-2i)z=6+7i

6—i 6+7i
& 7= - ouz= ;
—-2+2i -2-2i
- g (6—|)_(—2—2|)_ ol 72 (6+7|?(—2+2|)_
(-2+2i)(-2-2i) (-2-2i)(-2+2i)
7 5i 13 i
S z=———Zo0uz=-"o—
4 4 4 4

Ces deux valeurs sont acceptables car elles sont toutes les deux différentes de — 2.

* On a développé le second membre ainsi : (3-2i)(z+2)=(3-2i)xz+(3-2i)x2 en se référant & la régle de
distributivité k (a+b)=ka+kb. En effet, en développant ainsi, cela simplifie pour la suite des calculs.

L’ensemble des solutions de I’équation (1) est S= {— roo i— E—L} .

S={1:-1;iV3;- W3]
Solution détaillée :
Résolvons dans C I’équation z*+22°-3=0 (1).

Il s’agit d’une équation bicarrée (c’est une équation polynomiale du quatriéme degré qui ne comporte pas de
terme du premier et du troisieme degré).

On pose Z =z> (changement d’inconnue).
L’équation (1) s’écrit: Z>+2Z-3=0 (1).
On obtient ainsi une équation du second degré.

Cette derniére équation admet deux solutions dans C : Z, =1 (racine évidente) et Z, =—3 (obtenue par

produit).
Autre rédaction :
On observe que Z, =1 est une racine évidente.

L’autre racine est Z, =—3 (obtenue par la formule du produit des racines d’un polyndme du second degré).

N.B. : On peut aussi calculer le discriminant A =16, ou mieux le discriminant réduit A'=4.

Donc (1') & Z=1o0u Z=-3

Or Z =272,

D’ol (1) & z*=1ou z°=-3

& z=1ouz=-1o0u z=i\/§ ou z=—i\/§
L’ensemble des solutions de I’équation (1) est S ={1;—1;i 3;— |\/§}

S ={(L+4i;1-4i);(1-4i;1+4i)}

Solution détaillée :

z+2'=2 (1)
Résolvons dans C? le systéme (Z) .
2'=17 (2)
X X s X s A az+bz'=c
Ce systéme n’est pas un systéme linéaire (un systéme linéaire est un systéeme de la forme . ):la
z+b'z'=

1% équation est une somme mais la 2° équation est un produit.
Autrement dit, I’équation z+z'=2 est bien une équation linéaire mais I’équation zz'=17 n’est pas linéaire.

Donc la seule méthode de résolution est la méthode de substitution.

Le systeme est « symétrique » en z et z’(c’est-a-dire que si le couple (z, z ) est solution du systéme, alors le

couple (z', z) est aussi solution du systeme).
18 méthode :

C’est la meilleure méthode car la plus courte.

Résoudre le systéeme () revient a déterminer deux nombres complexes connaissant leur somme (2) et leur
produit (17).

zet z' sont les solutions de I’équation Z?—2Z +17 =0 (« équation résolvante »).

On résout cette équation et on trouve les couples solutions du systeme.
Considérons le polynéme z% -2z +17.

Recensement des coefficients :
a=1;b=-2;c=17
Calcul du discriminant réduit :

A'=b"-ac
=-16



Ona: A'<0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

—-b'—iy-A' -b'+iy-A'
BT BT

z, =1+4i z,=1-4i

Complément sur somme et produit des racines : recherche de deux nombres complexes connaissant la
somme et le produit

1°) Etude de la condition nécessaire

a et b sont deux complexes.

a et b sont solutions de I’équation (z-a)(z-b)=0
7 —az—bz+ab=0 (on développe)

2" —(a+b)z+ab=0 (onréduit)
Y P
Conclusion :

a et b sont solutions de I’équation z> —Sz+P =0 d’inconnue zavec S=a+b et P=ab.

2°) Etude de la condition suffisante

Si deux nombres sont solutions de I’équation z* —Sz+P =0,

alors leur somme est égale a —_—15 =S (le 1 au dénominateur correspond au coefficient de z*) et leur produit
est égal a §=P.

2° méthode :

Cette méthode est plus longue. On résout directement le systeme.
[N 7'=2-1
&
(2) 72' =17
7'=2-12
&
7(2-2)=17

7'=2-2 19
{22—22+17=0 2)

Considérons le polyndme z% -2z +17.
Recensement des coefficients :
a=1;b=-2;c=17
Calcul du discriminant réduit :
A'=b?-ac
=-16
(Remarque : on peut trés bien utiliser le discriminant réduit A’ ; c’est méme plus simple).

Ona: A'<0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

L _—b-ifoa L _-beioa
1 a 2 a
7, =1+4i z, =1-4i

1" cas: z=1+4i
L’équation (1') donne alors z' =1—-4i.

2¢cas: z=1-4i
L’équation (1') donne alors z' =1+4i.

Conclusion :

On peut rédiger de deux maniéres :

18" maniére : L ensemble des solutions du systéme (=) est S = {(1+ 4i;1-4i); (1-4i;1+ 4i)}.

2° maniére : Les solutions du systéme (%) sont les couples (1+4i;1-4i) et (1-4i;1+4i).

Mauvaise méthode : Poser z=x+iy et z'=x"+iy"' avec x, y, x; y’ réels ; les calculs sont inextricables et
n’aboutissent pas.

£3]1%) P(2)=(Z +1)(Z -1)(Z+i)(Z 1) ;2% ={0;—2;—7—7i;—7+7i
Solution détaillée :
1°) P(Z)=2*-1

Factorisons P (Z) en produit de facteurs du premier degré.



o L’énoncé aurait trés bien pu dire « Factoriser au maximum le polynéme P(Z) »

e Un facteur du premier degré est un facteur de la forme aZ +f ou o et § sont des complexes.

On effectue une double factorisation.
On procede en deux étapes.

zz)
zZ2- 1)(2 +1) (factorisation de P(Z) en facteurs du second degré)
2*-1)(z* )

Z-1)(2 +1)(z

)=
(
(
(

—i)(Z +1)

1 !l faudra néanmoins préciser préalablement au logiciel que I’on désire obtenir une factorisation dans C (avec

jLe logiciel donnera alors toujours la factorisation maximale du polynéme (en produit de facteurs du premier

L utilisation d’un LCF peut s’avérer extrémement utile pour ce type de question.

XCas, il faut aller dans Config et cocher la case complexe).

degré dans C ; en produit de facteurs du premier ou du second degré dans R).

Résolvons dans C I’équation P(Z)=0 (1).

(1) & (Z+1)(Z-1)(2-i)(Z+i)=0

&S Z=louZ=-1louZ=iouzZ=-

Les solutions de I’équation (1) sont1, -1, iet—i.

On vérifie ce résultat avec I’application de résolution des équations polynomiales de la calculatrice.

2z +1Y
1) =1 (E).

2°) Résolvons dans C I’équation (

(E) < (22+1J4 10

z-1

& P(22+1J=0 (image de 22+1 parP sachant que, par définition, P(Z)=2*-1)
z-

z-1
o 22+1_1 (1) ou 22+1=_1 @) ou 22+1 i (3)ou 22+1=_i @)
z-1 z-1 z-1

On résout séparément chacune des équations (1), (2), (3) ou (4).
La valeur interdite de chacune de ces équations est 1.

On se ramene par produit en croix a des équations du premier degré.

On résout dans C\{1} chacune des équations.
On effectue chaque fois un produit en croix pour commencer.

)& 27+1=z2-1 (2 & 22+1=-17+1 () 2z+1=iz-i (4)<:>z=_15+3i
& z1=-2 < 7=0 & (2-i)z=-1-i
i
1= 5 i [ z=—-=+=1i]
- Z_(—1—'|)(2+'|)
(2-1)(2+1i)
-1-i
& 7=—""
2—-i
-1-3i
& 7=
I ez

bonnes écritures
Chacun de ces nombres est différent de 1 donc on peut les garder comme solutions.

Soit S I’ensemble des solutions de (E).

s={0;-2; 2123 2y s do; 20135 1L 34
5 5 5 5 5 5
Variante :
On utilise le changement d’inconnue Z = 22 +11.
Z_

Résolution d’une équation réciprogue ou équation symétrique dans C

Solution détaillée :
7" -52°+62°-52+1=0 (E)

Il s’agit d’une équation réciproque ou équation symétrique du quatrieme degré (de la forme
az* +bz® +cz’ +bz+a=0) ; dans ce cas, on utilise toujours le changement d’inconnue Z =z +1 (ce
z

changement d’inconnue sera toujours donné cette année).



1°) Vérifions que 0 n’est pas solution de (E).

Méthode :

Pour savoir si 0 est solution de I’équation (E), on remplace z par 0 dans le premier membre de I’équation (on
effectue un calcul et on n’écrit pas (E) < ...).

0" -5x0%+6x0° —5x0+1=1 donc 0 n’est pas solution de (E).

2y Z=74%
YA

a) Calculons Z?2 en fonction de z.

2
z? =(z +1J
z

2
=72 +(1J +2x12 ><1 (identité remarquable)
z z

1 1
=+ 4 2x x>

z? 7 7
=22+i2+2

z

b) Démontrons que z est solution de (E) & Z°-5Z+4=0 (F).

Il s’agit de démontrer une équivalence.

On va procéder par chaine d’équivalences.

z est solution de (E) < z* -52°+62°-5z+1=0

& 752+ 6—E +i2 =0 (ondivise les deux membres par z? sachant que z=0)
z z

& zz+i2—52—§+6:0
z z

& (zﬁ%j—S(z +1J+6=0
z z

Les parenthéses autour de z? +i2 sont des « parentheses d’isolation ». Elles n’ont d’autre fonction que
z
d’isoler, de mettre ensemble z”2 et ... /z/\2.
& (2?-2)-52+6=0 (on utilise Z? = 72 +i2+2 dou 72 +i2 =72-2)
z z

& 22-52+4=0 (F)

3°) Résolvons (F).

(F) est une équation du second degré a coefficients réels.
(F) admet deux racines dans C : 1 (racine évidente) et 4 (obtenue par produit).

On n’écrit pas I’ensemble des solutions de (F) car (F) n’est qu’une équation auxiliaire pour résoudre
I"équation (E).

Rappel : somme et produit des racines d’une équation du second degré a coefficients réels

On note z, et z, les racines complexes d’une équation de la forme az?+bz+c=0 ol a, b, ¢ sont trois
réels, a étant non nul.

b c
Ona:z+z,=——c¢et z;z,=—.
a a

4°) Déduisons-en les solutions de (E).

z+—=1
(E)e  sou
1
z+-=4

& ou (mise au méme dénominateur ; produit en croix)

2-472+1=0 (2)

On résout séparément les équations (1) et (2).

Le discriminant de (1) est égal a— 3.
1-iV3 ot 1+iV3

Donc (1) admet deux racines complexes conjuguées : > >

Le discriminant réduit de (2) est égal a 3.
Donc (2) admet deux racines réelles distinctes : 2 —J§ et 2 +\/§ .

Soit S I’ensemble des solutions de (E).

S={1_i*/§-1+i\/2§;2+\/§;2—\/§} ou S={1_;\/§ ;1+;/§;2+\/§;2—\/§}

2 22
On observe que I’équation (E) (équation polynomiale de degré 4) admet 4 racines distinctes dans C.

De maniére, on peut noter le théoréme suivant qui n’est pas au programme de Terminale :




Une équation polynomiale de degré n (n >1) a coefficient complexes admet n racines distinctes ou confondues
dans C.

On peut aussi formuler ce résultat sous la forme :

Un polyndme de degré n (n >1) & coefficient complexes admet n racines distinctes ou confondues dans C.

La démonstration de ce théoreme est difficile.

On peut utiliser la propriété sur les racines d’un polyndéme a coefficients réels.

1°) a) On calcule P(ix) = 2x" —6x+i(—x" +3x* +3x—9) pour xeR.
— 7 7

partie réelle — —
partie imaginaire

3°) Les solutions dans C de I’équation (E) sont : 3i ; 1+i/2 ; 1-i+/2.

Solution détaillée :
P(z)=2"—(2+3i)2° +3(1+2i)z-9i

P(z) est un polynome de la forme az® +bz? +cz+d avec a=1, b=—(2+3i), c=3(1+2i), d =-9i.

Il s’agit d’un polynéme du troisieme degré a coefficients complexes.
Lavariableest zeC.

1°) Calculons P(ix) pour xeR.
P(ix) = (ix)’ —(2+3i)(ix)" +3(L1+2i)(ix) - 9i
= 1% = (2430 +3(1+ 20 ) ix i
=i xix® —(2+3i)(—1) x* +3(1+2i) ix—9i
=—ix® +2x% + 3ix® + 3ix + 6i°x — 9i
=2x% —6X —ix® + 3ix? + 3ix - 9i

=2%? —6x+i(— X% + 3% +3x—9)
On a donc Re[P(ix)] =2x%—6X et Im[P(ix)] =—x+3x>+3x-9.
b) Cherchons les réels x tels que P (ix)=0 (1).

1) & 2x2—6x+i(— X3 +3x2 +3x—9):0

- {2x2—6x=0 (1)

—x3+3x%+3x-9=0 ")

En effet un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle est nulle et sa partie imaginaire est nulle.

(1) & 2x(x-3)=0
& x(x=-3)=0

< x=00ux=3
[On vérifie aisément que 0 n’est pas solution de (1") mais que 3 est solution de (1")]
On remplace les valeurs trouvées dans (1) et on vérifie que seule la valeur 3 est solution de (1)
On écrit (rédaction-type) :
3 est solution de (1") mais 0 n’est pas solution de (1").
On en déduit que 3 est le seul réel solution a la fois (1') et (1").
Donc (1) < x=3
Conclusion : 3i est racine imaginaire pure du polynéme P(z) puisque P(3i) =0.

On peut raisonner par condition nécessaire et condition suffisante.
(N.B. : Il est possible de résoudre I’équation (2) en utilisant la factorisation :

= X°+3%° +3x -9 =— X’ (x—3)+3(x-3) = (x-3)(3-x*)).
2°) Déterminons une factorisation de P(z).

D’aprés le 1°) b), P(3i) =0. Autrement dit, 3i est racine du polyndme P(z).
On en déduit que P(
P(z)=(z-3i)xQ(z

z) est factorisable par z—3i (théoréme fondamental rappelé ci-aprés) c’est-a-dire que
) ot Q(z)est un polyndme du second degré & coefficients complexes.

Rappel de définition :

Soit P(z) un polyndme a coefficients complexes.
On dit qu’un nombre complexe o est une racine (ou un zéro) de P(z) pour exprimer que
P(a)=0.

Rappel du théoréme de factorisation (vu en 1¢¢ mais a la limite du programme) : résultat fondamental
sur les polyndmes

Soit P(z) un polynéme a coefficients complexes.
Si o est racine de P(z) , alors le polyndme est factorisable par z—o..

Ce théoreme est valable pour un polynéme de degré quelconque.
Ce théoreme se généralise a plusieurs racines.

Il existe donc un polynéme Q(z) tel que P(z)=(z—-3i)xQ(z).



Or deg P (z) =3 (le degré de P est égal & 3) et deg(z—3i)=1 donc degQ(z)=2.
Il'y a5 méthodes pour déterminer Q(z) :

e Méthode par calcul de téte :

On cherche les coefficients de Q(z) de téte (calcul mental).

Il s’agit de a, b, ¢ présentés dans la méthode des coefficients indéterminés.

e Méthode astucieuse :

On effectue des factorisations partielles pour pouvoir mettre en facteur Q(z).
vzeC P(z)= z(z2 -2z +3)—3i(z2 -2z +3)

=(z —3i)(z2 -2z +3)
o Méthode des coefficients indéterminés :

On pose Q(z) =az?+bz+c ol a, b, ¢ sont des complexes avec a 0.

Déterminons a, b, c.

On développe (z—3i)xQ(z) et on identifie avec les coefficients de P(z).

(2-3i)xQ(2)=(2-3i)x(az’ +bz+c)
=az® +bz? +cz - 3iaz? — 3ibz — 3ic
=az®+(b-3ia)z* +(c -3ib)z - 3ic

Pour développer trés rapidement on procéde ainsi :

- pour obtenir z*, il faut multiplier z par z?;

- pour obtenir z?, il faut multiplier z par z ou multiplier un nombre par z°;

- pour obtenir z, il faut multiplier z par un nombre ;

- pour obtenir un nombre, il faut multiplier deux nombres.

On se référe & I"expression initiale de P(z) donnée par P(z)=z*-(2+3i)z*+3(1+2i)z-9i.

On identifie les coefficients du polynéme (z—3i)xQ(z) avec ceux du polyndéme P(z) (on se référe a

I’expression initiale de P(z)).
Donc par identification des coefficients des mondmes de méme degré, on obtient le systeme :
Une meilleur rédaction consiste a dire : « Pour que VzeC P(z)=(z-3i)xQ(z), il suffit de choisir a, b, ¢

telsque: ...
On doit ensuite faire une étape de vérification.

a=1 (1)
b-3ia=-2-3i (2)
®) c—3ib=3+6i (3)
—-3ic=-09i (4)

Il serait préférable de noter les équations (o), (B).(y).(3).

On obtient un systeme linéaire de quatre équations a trois inconnues.
L’équation (1) est déja résolue.
L’équation (4) est « prérésolue ».

On dit qu’il s’agit d’un systéme pléthorique en équations par rapport au nombre d’inconnues ou
« surabondant » en équations par rapport au nombre d’inconnues.

(4) & c=3
Compte tenu de (1), I’équation (2) donne alors b=3i—2-3i soit b=-2.

L’équation (3) est alors vérifiée.

On « prend » ensuite la deuxiéme équation en remplagant a par 1 : b =3i<1 = -2 =31 .
Les — 3i se simplifient de part et d’autre de I’égalité ; il reste alors b=-2.

La troisieme équation est alors vérifiée.

a=1
On obtient ainsi : <b=-2.
c=3

o On observe que les coefficients a, b, ¢ sont des réels. On ne pouvait pas le prévoir avant d’avoir effectué les
calculs.

e On peut faire une vérification en développant (z —3i)x(z2 -2z +3).

o Division euclidienne de polynémes : On fait la division euclidienne de P(z) par z-3i

2*—(2+3i) 22 +3(1+2i)z-9i z-3i
—(23—3i22) 72 -22+3
—222+3(1+2i)z-9i
—(-22° +6iz)
3z-9i
—(3z-9i)

0




Le reste est nul.
vzeC P(z)=(z —3i)><(22 -2z +3)
La méthode de division polynomiale n’est pas au programme.

e Schéma de Horner (algorithme)

vzeC P(z)=2"—(2+3i)z*+3(1+2i)z-9i

On doit déterminer trois nombres complexes a, b, c tels que P(z) =(z —3i)x(az2 +bz +c).

1 —(2+3i)

3(1+2i)

-9i

Ly 3i Lw —6i
M:*M:*M
1 2

9i

Sur la 1% ligne, on met les coefficients de P(z).

> On redescend le 1 coefficient sur la 2¢ ligne.

Les fleches verticales correspondent a des additions.

Les nombres sur la deuxiéme ligne sont dans cet ordre les nombres a, b, ¢ cherchés.

On en déduit que P(3i)=0 etque VzeC P(z)=(z-3i)(z°-22+3).

On peut mentionner une derniere méthode : la méthode des valeurs tests.

3°) Déduisons-en les solutions de (E) dans C.

(E) @(z—3i)(22—22+3):0
< z-3i=00u z22-22+3=0

< z=3iou z2-22+3=0

Considérons le polyndéme z> -2z +3.

a=1,b=-2,b'=-1,¢c=3
Son discriminant réduit est égal a A'=-2.

*

Ona A'<0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

_—b-iA

Zl 2

—b'+iy—A'
7 =

a a
zlzl—i\/E 22:1+i\/§

Soit S I’ensemble des solutions de (E).

S={3i;1+iﬁ;1—iﬁ}

(Les solutions ne sont pas ordonnées, car il n’y a pas d’ordre dans I’ensemble des nombres complexes et puis
un ensemble de solutions avec accolades ne nécessite pas d’ordonner les solutions).

Les calculatrices actuelles ne permettent pas de résoudre I’équation (E) car les coefficients sont complexes.

On notera que I’on a déterminé les racines du polyndéme P(z) dans C.

* Considérons le polynome z% -2z +3.
Son discriminant est égal a A=4-4x3=-38.

Ona: A <0 donc le polyndme admet 2 racines complexes distinctes conjuguées :

, _b-if=a , _—brifmA

! 2a 2 2a
_2-iV8 _2+iV8
) )

=1-i2 =1+iV2

Retour sur la structure de I’exercice :

P(z) est un polyndme du 3¢ degré.
L équation P(z)=0 notée (E) est donc une équation du 3° degré.
On ne sait pas résoudre une équation du 3¢ degré quand on ne connait pas une solution particuliere.
Démarche de I’exercice
Recherche d’une racine du polyndéme
(recherche guidée par I’énoncé ; ici I’énoncé va nous faire trouver une racine imaginaire pure ; c’est

évidemment propre a ce polyndme particulier ; tous les polynémes du 3¢ degré n’admettent pas une racine
imaginaire pure)

Factorisation du polynéme du 3¢ degré a I’aide de cette racine
(technique au choix, non Técisée dans I’énoncé)
Résolution de I’équation
Ces trois étapes correspondent aux questions 1°), 2°), 3°). Les questions sont enchainées.
Notes d’éléves :

« L’énoncé "sait" que le polyndme admet une racine imaginaire pure et nous invite donc a la chercher.
Elle est en effet plus facile a trouver ».

« On a besoin d’au moins une solution particuliére pour factoriser notre polynéme du 3¢ degré, solution que
I’on nous donne.



Une fois que I’on a notre premiére solution particuliére, on peut trouver les autres, factoriser, et donner 1% cas: x=0

I’ensemble des solutions de (E). »

Poser z=a+ib avec a et b réels.
Ontrouve: S={-i;2+i;-2+i}.

Dans ce cas, I’équation (1) donne — y?—2y-1=0 (1').

(1) & y*+2y+1=0
& (y+1)°=0

o y=-1
Solution détaillée - y

— Il y a donc une unique solution pour I’équation (E) pour x=0 : 0+ix(-1)=—i.
Résolvons dans C I’équation 2 +2iz-1=0 (E). y g P q (E)p x(-1)

2°cas: y=1
Attention ce n’est pas une équation du second degré a cause de la présence du conjugué.
[F == == e e e e e e e e e e e e e e mmmm === = I Dans ce cas, I’équation (1) donne x*-4=0 (1").
| L’équation que I’on demande de résoudre dans cet exercice n’est pas une équation polynomiale donc elle n’a | (1) e x*=4
as de degré (présence de z et de z ).
P gre (p ) | & x=2o0Ux=-2

Résoudre I’équation (E) c’est déterminer tous les nombres complexes z telles que I’égalité soit vraie.

On pose z=x+iy avec x ety réels.
Onaalors: z=x—1iy.

«Onpose ... . Onaalors ... » est une rédaction-type a apprendre par cceur. %

(On peut dire que z est une expression en fonction de x et de y, ce qui peut un peu « embrouiller ».)
Donc, finalement, résoudre (E) dans C revient a trouver les valeurs de a et de b (qui sont des réels) que telles
que I’égalité soit vraie.
(E) & (x—iy)2 +2i(x+1y)-1=0
& X —2xiy—y? +2ix—2y-1=0

& |X* - y? =2y —1/+2i|(x—xy)|=0

x2—y?-2y-1=0 (1
ﬁ{ y -2y (1)

[par identification des partie réelle et imaginaire]
X—xy=0 (2)

On obtient un systeme de deux équations a deux inconnues qui n’est pas linéaire.
On ne peut pas résoudre I’équation (1).

En revanche, on peut aisément résoudre I’équation (2)
On « prend » I’équation (2) . On trouve soit y soit x. On remplace dans I’équation (1)

(2) & x(1-y)=0
< x=0oul-y=0 (regle d’un produit de facteurs, c’est bien un « ou »)

& x=0o0uy=1

On a ainsi déterminé deux valeurs de x donc on obtient deux solutions de (E) (équation de départ) pour y=1.
2+ix1=2+i et —2+ixl=—-2+i.

| |
I L’inconnue de I’équation est z. I
| On cherche donc z et pas z . |
| Donc on « fait» z et pas z. |
1 |

Conclusion :

L’ensemble des solutions de I’équation (E) est S ={-1i;2+i;-2+i}.
ou
Les solutions de (E) sont—i, 2+i, —2+i.

On vérifie avec XCas : « solve (conj (z) M2+2i*z-1=0,z) ».

L"objectif des exercices [17],[18],[19]est d"utiliser les nombres complexes en géométrie.
Par conséquent, on va faire les calculs en utilisant les affixes des points et des vecteurs sans jamais revenir aux
coordonnées cartésiennes.

Faire une figure dans le plan complexe en placant les points A, B, C, D.
On calcule z; et zg. On constate que AB =DC donc ABCD est un parallélogramme.

Rappel de méthode : pour démontrer qu’un quadrilatere est un parallélogramme a I’aide des vecteurs, il suffit
de démontrer que I’on a deux vecteurs égaux (on n’utilise pas la colinéarité).
Solution détaillée :

A(-1-3i) B(2-i) C(3+3i) D(i)



Déterminons la nature du quadrilatere ABCD.

e 7. (onlit« zindice AB ») est une notation officielle qui signifie « affixe du vecteur AB ».

. . 11 n’y a pas besoin de préciser ce que c’est.
On commence par faire un graphique.

On commence par tracer le repére. On marque bien les vecteurs uet v. e On travaille avec les affixes (sans repasser aux coordonnées).

Pour placer les points, on repense en coordonnées cartésiennes sans les écrire (ainsi, pour A, on pense
A(1; - 3), coordonnées cartésiennes qu’on lit « 1 point virgule — 3 » ; idem pour les autres points).

On ne fait pas figurer les affixes des points sur le graphique. s =% %A
=(2-i)—(-1-3i)

On fait un graphique pour avoir I’idée et ensuite on le démontre. — 3472

On prend 1 centimetre ou 1 « gros carreau » pour unité graphique.

On trace les lignes pointillées permettant de visualiser les coordonnées des points sur le graphique.

On écrit toutes les affixes des points sur une méme ligne au-dessus du graphique. Zoe =%~ %o
=(3+3i)-i
=3+2i

On constate que z;; =z (égalité de nombres complexes) donc AB=DC (égalité vectorielle).
Par suite, ABCD est un parallélogramme.

. Il faut absolument écrire Iégalité AB =DC.

Il est trés important de ne pas s’arréter a I'égalité z,; =z

|
| Bilan de la méthode :

Autres méthodes possibles :

« On pourrait démontrer avec une égalité vectorielle comprenant une somme : par exemple, AB+AD = AC.
Commentaire : C’est possible mais c’est plus long donc on tache d’éviter cette méthode.

axe des réels e On pourrait démontrer que les diagonales se coupent en leur milieu.
Commentaire : C’est possible mais un peu plus long que la méthode de I’égalité de vecteurs.

On peut conjecturer sur la figure que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
On va le démontrer en utilisant uniquement les affixes des points (et non les coordonnées cartésiennes, car
c’est plus court).

Pour cela, on va utiliser une égalité de deux vecteurs : on va démontrer que AB=DC .

e On pourrait démontrer que (AB) // (CD) et que (AD) // (BC) (on revient a la définition du parallélogramme).
Pour cela, on utilise la colinéarité de vecteurs.
Commentaire : C’est possible mais vraiment long.

¢ On pourrait démontrer que AB=CD et que AD=BC.

Le 14-6-2024 Commentaire : C’est possible mais il faut repasser aux coordonnées cartésiennes pour pouvoir calculer les
longueurs car il n’y a pas de formule dans le cours pour calculer une distance a I’aide des affixes. De plus, il

Vecteurs et parallélogrammes faut préciser que le quadrilatere ABCD est non croisé.

1/ égalité de deux vecteurs (trés bien) » On pourrait démontrer que AB=CD et que (AB) // (AD).

2/ somme de deux vecteurs (moins bien) Commentaire : C’est possible mais il faudrait dire de plus que ABCD est non croisé.

3/ vecteurs colinéaires (moins bien) ) ) ) ]
Pour les calculs de vecteurs, pourquoi ne pas faire comme avec les points « normaux » (méthode de 2°) ?
On calcule 7 et z.

On démarre sechement les calculs sans aucune phrase d’introduction.



Détail de la méthode par les milieux des diagonales : Le raisonnement n’est pas faux mais c’est plus long et on est obligé de repasser par les coordonnées
cartésiennes.
On note U le milieu de [AC] et V le milieu de [BD].

Ona: z, _ZatZc
—-1-3i+3+3i Faire un graphique dans le plan complexe en plagant les points A, B, C.
- 2 - \ e .
-1 Prendre un centimétre ou un « gros carreau » pour unité graphique.
Z.+12
Ona:z,=-8_"0
v 2 P
_ 2—i+i !
-2 o
=1 ! i
!

Onadonc z, =z, . Par suite, les points U et V sont confondus. : :
On en déduit que les segments [AC] et [BD] ont le méme milieu. S 4 SIS SN S R

Or un quadrilatére dont les diagonales se coupent en leurs milieux. .........
On en déduit que ABCD est un parallélogramme. : : :

(7O SR
T e,
Pz 8 SRR

Détail de la méthode utilisant les longueurs des cotés : O} §

Comme on n’a pas encore vu le lien entre les distances et les affixes de points (ce sera fait dans le chapitre sur

le module d’un nombre complexe), on est obligé de passer par les coordonnées cartésiennes. ) ) )
} - - . ) - - A(3+2i) B(5+4i) C(6+5i)

On donne les coordonnées cartésiennes des points A, B, C, D dans le repére orthonormé (O, u, v).

Démontrons que A, B, C sont alignés.

A(-1;-3);B(2:;-1);C(3;3);D(0:1)

On calcule les longueurs des quatre cotés en utilisant la formule de calcul de la distance de deux points dans un

. > On prend deux vecteurs ayant la méme origine (ici, AB et AC).
repere orthonormé du plan.

On évite de prendre deux vecteurs qui n’ont pas la méme origine (par exemple, AB et BC n’est pas un bon

> > > > > > choix).
AB=\/(XB—XA) +(Ys—Ya) | BC=4/(3-2) +(3+1) CDh= 32+(3—1) DA = 12+(1+3)
=+/9+4 =+/1+16 =+/9+4 =+/1+16

On ne peut pas « faire » de déterminant avec les affixes.

On constate que AB=CD et que AD=BC.
De plus, le quadrilatere ABCD est non croisé (pas facile a justifier ; on se contente de le dire en observant la

figure) donc ABCD est un parallélogramme. On calcule z; et 7.

Encore une fois, cette méthode présente I’inconvénient de devoir repasser en coordonnées cartésiennes. 7_—7 37

Quand on travaille dans le plan complexe, on évite en général de repasser en coordonnées cartésiennes. A8 BTA )
=(5+4i)—(3+2i)

Détail de la méthode utilisant I’égalité des longueurs et le parallélisme de deux cotés : =242

On calcule AB et CD (cf. méthode précédente). 7 —7 7

On démontre que (AB) // (CD) (ce qui prouve que ABCD est un trapéze). AC T ¢ TA

On dit que I’on observe sur la que ABCD est non croisé. =(6+5i)—(3+2i)
=3+3i

Donc ABCD est un parallélogramme.

Détail de la méthode sur les longueurs des cotés. On constate que 7. = 3
AC

EZA-é.



Par conséquent, on a AC = gATB (on revient aux vecteurs).

On en déduit que les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
Par suite A, B, C sont alignés.

Bilan de la méthode :

Pour démontrer que deux vecteurs v—v(z) et w' (z ) sont colinéaires, on cherche un réel A tel que z'=Az.

Remarque :

A partir de I’égalité AC =%ATB, on pourrait dire que les vecteurs AB et AC sont colinéaires et de méme sens

mais ce n’est pas intéressant a dire.
Il est inutile de préciser que le coefficient de colinéarité est strictement positif et donc que C e [AB) .

Comme g >1, on pourrait méme dire que les points A, B, C sont alignés dans cet ordre mais on n’a pas a le

PR SUNSRERUN S
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dire car ce n’est pas demandé.

On rédige ainsi sous forme d’une chaine d’équivalences :
« ABCD est un parallélogramme < AB = DC

& »
On trouve : D(3+8i).
Déterminons I’affixe du point D tel que le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme.
Solution détaillée :
A(-1+4i) B(5-3i) C(9+i) On utilise les vecteurs.
On fait une figure ; celle-ci permettra de contréler graphiquement le résultat obtenu par le calcul. On peut écrire I’égalité AB=DC ou BA =CD (mieux pour les calculs) ou AD =BC ou DA =CB.
On prend pour unité de longueur 1 centimetre ou 1 « gros carreau ».

Pour que ABCD soit un parallélogramme, il faut et il suffit que AB=DC.
& L = Iux

S 2, =2, =121,

& (5-8i)—(—1+4i)=(9+i)-2z,

& 6-7i=9+i-1z,

& 25, =9+i-6+7i

& 7, =3+8i
Remarque de méthode pour cet exercice :

On ne revient pas & x, et y, pour trouver I’affixe de D.
On pourrait poser z,, = X, +1iy, et garder x, et y, dans les calculs mais ¢ca complique.



On garde seulement z, . Exemple de calcul qu’il ne faut pas faire :

Z=zz+(2+i)z+(2+3i)z+1
=77+27+iz+22+3iz+1

=22+27+27+1+iz+3iz
=X+ Y2+ 2(X+iy)+2(x—iy)+1+i(x+iy)+3i(x—iy)

Calcul littéral dans C ; recherche d’ensembles de points

1°) ReZ = X’ +y* +4x+2y+1; ImZ =4x.
2°) L’ensemble E est I’axe(Oy).

= X2+ Y2 +2X+2iy +2x = 2iy +1+ix— y + 3ix+ 3y
3°) Rappel : = X2+ Y2 +4x+ 2y +1+4ix

de centre Q(a;b) ., . On peut Vérifier en utilisant la technigue qui consiste a remplacer x par « ety par e.
( )s’ecrlt(x—a)2+(y_b)2=R2, p que g p par mety p

Une équation du cercle &
de rayonR >0 T

canonique 1

équation cartésienne sous forme
normale |

Dans un repere orthonormé, un cercle admet une équation cartésienne de la forme :
x>+ y? +oax+By+y=0 ol a, B,y sont trois réels.

Réciproguement, dans un repére orthonormé, un ensemble d’équation x* + y*+ax+By+y=0 ol a, B, y sont
trois réels est soit un cercle, soit un singleton (constitué d’un point), soit I’ensemble vide.

L’ensemble F est le cercle de centre Q(—2; - 1) et de rayon 2.
Solution détaillée :

Z=z2z+(2+i)z+(2+3i)z+1 (z€C)

1°)

Le début dans I’encadré est a écrire avant les calculs.

On pose z=x+iy avec (x;y)eR?.

Onaalors z=x—iy (par définition du conjugué d’un nombre complexe).

Déterminons Re Z et Im Z en fonction de x et y.

Calculons Z sous forme algébrique.
11 s’agit d’écrire Z sous forme algébrique.

Z=zz+(2+i)z+(2+3i)z+1
=(x+iy)(x—iy)+(2+1)(x+iy)+(2+3i)(x—iy)+1
=X2 4+ Y7+ 2X -y +2X+ 3y +1+i(2y + X -2y +3X)

= X2+ Yy +AX+2y +1+i ax (on sépare tout ce qui est avec des i et tout ce qui est sans i)

Re Z ImZ

Onadonc: ReZ =x*+y* +4x+2y+1et ImZ =4x.

(Du coup, la partie réelle est super grande !).

2°) Déterminons I’ensemble E ={M(z)eP/Z eR}.

Soit M un point quelconque du plan P d’affixe z.
On pose z=x+iy avec (x;y)eR?.

Soit M un point quelconque du plan P d’affixe z=x+iy avec (x;y)e R?.

MeE & ZeR
< Imz=0
& 4x=0
< x=0

< Rez=0
szeiR souvent on n’écrit pas ces trois derniéres lignes
& Me(0y)

On peut conclure de deux manieres :

o L’ensemble E est I’axe (Oy) (c’est tout I’axe des imaginaires purs).
o L’ensemble E est I’axe des imaginaires purs.
e E=(Oy) (éalité d’ensembles)

La notation (Oy) désigne une droite.

Attention, on ne dit pas que I’ensemble E décrit (Oy).



3°) Déterminons I’ensemble F = {M (z2)ePize i]R(} ) On remarque que le cercle F est tangent & I’axe des ordonnées (car la distance du point O & I’axe (Oy) est égale
a 2 donc au rayon du cercle).
. . _ . On pourrait aussi représenter 1’ensemble E.
Soit M un point quelconque du plan P d’affixe z = x+iy avec (x; y) eR?.
On peut tracer le cercle sur I’écran de la calculatrice Numworks pour vérifier graphiquement.
Pour cela, aller dans Graphique puis Ajouter un élément et sélectionner conique puis modifier I’équation
proposée.
< Rez=0 Régler les axes de maniére a avoir un repére orthonormé.

MeF &Ze€iR

& X+ Y +4x+2y+1=0 (on reconnait une équation du type de celle d’un cercle)
@(x+2)2—4+(y+1)2—1+1:0 *

@(x+2)2+(y+1)2=4 .
A tout point M d’affixe z, on associe le point M' d’affixe z' = 22> —3iz.

* On met sous forme canonique les deux petits trindmes incompletsen xeteny: 19)
XE+4x = (X +4x+4)-4 y +2y=(y*+2y+1)-1

. 3. .
:(X+2)2_4 :(y+1)2 4 a) A(2i) B(1) C(“ZIJ D(- 2i) E(-1)

graphique : unités 2 cm (ou 2 « gros carreaux »)
On peut conclure de deux maniéres :

e L’ensemble F est le cercle de centre (- 2 ; - 1) [ou Q(-2- i)] et de rayon 2.

e F =% avec & cercle de centre (- 2 ; — 1) et de rayon 2. Al 2

égalité d’ensembles

On fait une figure dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, u, \7) en prenant 2 cm ou 2 « gros » carreaux 3 4 c
pour unité graphique. N *
On trace bien évidemment le cercle au compas, et non a main levée. v i
. E - . .
} — " } }
1 0 -
D

b) Déterminons les affixes des points A*, B, C*, D" et E".

Les affixesde A', B', C', D' se calculent a partir de celles de A, B, C, D, E.
o7, =2i

Z, = 2(zA)2 -3iz,
= 2x(2i)" ~3ix(2i)
=-2




° ;=1 Il n’est pas possible de définir une fonction complexe sur calculatrice.

Zg = 2x12 -3ix1 On peut utiliser un programme tres simple sur calculatrice pour calculer les affixes de A', B', C', D', E".
=2-3i .
Sur calculatrice Tl :
oz, =1+—1i :Prompt Z
4 12ZM2-31Z > T (on utilise le i des complexes de la calculatrice)
s :Disp T
3. . 3.
Zo =2x| 1+ =i | =3ix|1+=i
4 4 20)
o123 e %0 | 2
16 2 z=x+iy (x;y)eR
=2x l+§| —3|+g .
16 2 '=x%iy' (x';y)eR’
7 9
- 5*&/ 't a) Exprimons x" ety en fonction de x et .
_25 7'=27"-3iz
8 :2(x+iy)2 —3i(x+iy)
=2(x?—y? +2ixy)-3ix+3
oz, =—2i ( v xy) i

=2x2-2y* +3y+i(4xy—3x)
Zy = 2x (- 2i)" - 3ix (- 2i)

" _9y2 92

=2x(-4)-6 On en déduit que {x'—ix zy 3y

—_1a y =4xy—3X

N b) Déterminons I’ensemble F ={MeP/M"e(Ox)}.
e 7. =—

Soit M un point quelconque du plan P d’affixe z = x+iy avec (x; RZ.

Zg =2x(-1) =3ix(-1) point q q p y (x;y)e

=2+3i

MeF < M'e(OX)

& 2'eR

On place les points A", B', C', D" (difficile a placer) et E' sur le graphique précédent. = Im (z) -0

A— A < 4xy-3x=0
B B & x(4y-3)=0
C—C X=0
D+— D' PN ou
E— E' 4y-3=0
x=0
= ou
y—§
4

F est la réunion des droites d’équation x =0 et y =% .



F=D,UD, avec D, : x=0 (axe des réels) et D, : y=§

I On sait que dans le plan muni d’un repere :
I e une équation de la forme x =k caractérise une droite parallele a I’axe des ordonnées ;

I « une équation de la forme y =k caractérise une droite paralléle & I’axe des abscisses.
1

c¢) Quelles vérifications peut-on faire ?

AcF CeF DeF

On pouvait le savoir d’aprés le calcul des affixesde A', B', C', D' et E' (on regarde les résultats qui sont

réels).
Il'y a deux justifications possibles :
1°" justification : par rapport a la conclusion

AcF car x, =0
CeF carx.=0

DeF car yD=%

2¢ justification : par rapport a la définition de F

AeF car A'(-2) donc A'e(Ox)
5
8
DeF car D'(-14) donc D'e(Ox)

N

CeF car C'( j donc C'e(0Ox)
Enrevanche,ona: Bg F et E¢ F (« B et E ne sont pas dedans »).
Dans cet exercice, on travaille dans deux cadres : cadre algébrique-cadre géométrique

Exercice déroutant a cause de la formulation déroutante (car les éléves ne sont pas habitués).
Exercice trés important.

1°) O et D avec D d’affixe 2i.
-2+4i —2+4i

2°)a) z, = (attention dans la notation & la place du prime) ; b) z. = R
. . X . X ryi—
3)a) x'=-— 7Y =7 y yz
X +(y-1) X +(y-1)

Pour cette question, I’utilisation d’un logiciel de calcul formel permettant de travailler avec des nombres
complexes (tels que XCas) peut étre intéressante.

- . , A=0
b) On peut utiliser la regle pour A et B réels : A 0 <
B B=0

Utiliser également I’équivalence : a*+b*=0 < (a;b)=(0;0).
Dong, par négation, ona: a’+b® =0 < (a;b)#=(0;0)

(L’équivalence (P < Q) est équivalente a (non P < non Q))

E =% \{A}avec & cercle de centre Q(O ; %] et de rayon %

On observe que le point A appartient au cercle Z’car ses coordonnées vérifient I’équation cartésienne de &
N.B. : Le cercle Fest tangent a I’axe des abscisses donc il faut priver Z’du point A.

Solution détaillée :

Cet exercice pose quelques difficultés au niveau de la compréhension de I’énoncé.

Z, =i

*

P"=P\{A} (P désigne le plan privé du point A)

f: P*—»P

1Z

M(z2) —— M'(z) avec z'= -

On lit : « fest I’application de P* dans P qui & tout point M d’affixe z associe le point M* d’affixe z'= ».

z—i
Attention aux deux types de fleches :

Fléche « a valeur dans » sans talon
Fléche « a pour image » avec talon

Le point A n’a pas d’image par f (pourquoi ?).

1°) Déterminons les points invariants par f.
e e e e e i
1 On dit qu’un point est invariant pour exprimer qu’il est confondu avec son image.

|
| Mestinvariant par f < f(M)=M

I La notion de point invariant a déja été vue lors de I’étude des transformations du plan.

I Symétrie centrale : le seul point invariant est le centre.

|
| Symetrie axiale : les points invariants sont tous les points appartenant a I’axe.

I Du point de vue du vocabulaire, on notera que I’on dit « M est invariant par f » et non « M est invariant de
| f»

T o o Em Em Em Em EE e Em Em EEm EE Em Em Em S EE EE Em Em EE Em B Em Em S Em Em Em Em

Meilleure rédaction :

Soit M un point quelconque d’affixe z.
Soit M' son image par f.
On note z' son affixe.

M invariant par f & M'=M
& 17'=27 (1)



On résout I"équation (1) dans ...

M est invariant par f < f (M)=M
& M'=M
< 7, =12, (deux points sont confondus si et seulement si leurs affixes sont égales)

iz
& 7, =—M"
Zy, —i
& 7,,(zy—1)=izy, (produit en croix)
& 1, iz, =iz,
& 7,2 -2iz, =0
& 2,(z,—2i)=0
< zy=0o0uz,-2i=0
< zy,=0o0uz,=2i

Les points invariants par f sont les points O d’affixe 0 et D d’affixe 2i.

e point O désigne I’origine du repere puisque I’énoncé dit que le plan est muni d’un repere orthonormé
Fo.4,v).
: 11 n’y a donc pas besoin de « créer » (ou plut6t de définir) ce point.

=— (on peut utiliser la calculatrice pour vérifier le calcul)

4i-2

B' a pour affixe

On peut utiliser un programme tres simple sur calculatrice pour calculer les affixes de A', B', C', D', E".

Sur calculatrice Tl :

:Prompt Z

: iZ/(Z—i) >T (on utilise le i des complexes de la calculatrice ; la barre oblique correspond au
signe de division)

:Disp T

b) Déterminons I’affixe de I’antécédent C de B par f.

C est I’antécédent de B parf < f(C)=B

iz
&7y =—
z.—i
iz
& 2=—"C

& 2(z, —i) =iz,
& 27, -2i=iz

& 27—z =2i

& 2.(2-i)=2i
2i
T
2i(2+i .
Z. = ﬂ (on retrouve le méme calcul que dans la question a))
(2-i)(2+i)
4i + 2
=y

_4i-2

c (on peut « séparer » éventuellement, voir note ci-dessous)

C a pour affixe a-2

On peut remarquer que C est confondu avec B’ car 7 = z,.
| s 4i-2
On peut conserver I’affixe de C sous la forme .

|

| > 4l |
I On n’est pas obligé de la donner sous la forme — §+€I' |
|

Le 19-9-2015

Le résultat que I’on vient d’établir est général.

L R iz'
Dans notre cas, cette relation équivauta z=———.

Z -1



3°) z distinct de i, on pose z=x+iy et z'=Xx'+iy"' avecx,y, X', y' réels.

a) Exprimons x" et y* en fonction de x et y.

1 On doit déterminer I’écriture algébrique de z'.

Pour cela, on se référe a I’organisation du calcul d’une expression de ce type (calcul littéral complexe).
Il peut étre intéressant de vérifier le résultat a I’aide d’un logiciel de calcul formel.

On utiliser la régle pour faire les barres de fraction.

_ i(x+iy)
(x_+iy)—i
- x+l)i((_yy—1) @

(ix—y)[x-i(y-1)]

il il -1)] v
_ ix? +X(Y2—1)_Xy +2iy(y—1) ®
X +(y—1)
=i[xz+y(y2—1)}+><(zy‘l)‘xy )
X +(y—1)
=i(x2+y22—)’)+ﬂ2_xj& ®)
X +(y—1)
x“r()/_l)2
L X Hyi-y

D’ol x'=-—

y'= .
x2+(y-1) x2+(y-1)

Commentaires sur la démarche de calcul :

(1) On met le numérateur sous forme algébrique en utilisant des parenthéses.
Pourquoi peut-on se permettre de rajouter des parentheses ?

Dans une somme, on peut regrouper un ou plusieurs termes dans une parenthése.
Il s’agit de parentheses d’isolement et non de priorité de calcul.

Je ne savais pas que les parenthéses d’isolement existaient.

On ne rajoute pas de priorité en ajoutant une parenthése.

(2) On multiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée du dénominateur.

(3) On développe intelligegmment le numérateur.
Le dénominateur est écrit comme somme de deux carrés que I’on conservera sous cette forme jusqu’a la fin.
C’est un réel (strictement positif).

Pour développer intelligemment le numérateur, on se calque sur le développement que I’on ferait en calcul
d’une expression telle que (3+1i)(1+2i).

On évite de tout développer car il y a trop de risque de faire des erreurs. On va développer en utilisant des
parentheses.

On se référe a la régle de double distributivité comme on I’a vu en 4°.

A

=

Les fleches bleues sont celles qui correspondent aux cas ou le produit de deux facteurs va donner un imaginaire
pur.

Les fleches rouges sont celles qui correspondent aux cas ou le produit de deux facteurs va donner un réel.

(4) On regroupe les réels et les imaginaires purs au numérateur.

(5) On simplifie le numérateur.

b) Déterminons I’ensemble E ={M(z)e P/z'eR}.

11 faut bien comprendre ce que I’on cherche : on cherche I’ensemble des points M d’affixe z tels que z' soit
réels.

On cherche un ensemble de points.
On rédige par chaine d’équivalences.

Soit M un point quelconque de P d’affixe z#i.
On pose z=x+iy avec (x;y)eR?.



MeE &z7'eR
< Imz'=0
< y'=0
X +y' -y
x2+(y—1)2_

X’ +y*—y=0
9, .
x*+(y-1)" =0

ey 1V 1
Y=3) 7%

(x;y)=(0;1)

(on a mis sous forme canonique le polynéme y*—y)

x* +(y —%jz =% est une équation du cercle de centre Q(0 ; %) et de rayon % !

La conclusion peut se formuler de deux fagons :

E est le cercle de centre Q de coordonnées (0 ; %) et de rayon % privé du point A (d’affixe i).
ou

E=% \{A} avec & cercle de centre Q de coordonnées (0 ; %) et de rayon % .

On observe que le point A appartient au cercle & car ses coordonnées vérifient I’équation cartésienne de &~
Donc il faut priver 2 du point A.

Pour le graphique, on trace bien évidemment le cercle au compas, et non a main levée.

Remarque :

X2 +yx(y-1)

Laforme Imz= 3
x*+(y-1)

que I’on peut obtenir au cours du calcul est intéressante pour déterminer

I’ensemble F.

Xxx+yx(y-1)
X2+ (y -1y '
On peut ainsi trouver que F est le cercle de diametre [OA] privé du point A.

En effet, cette égalité s’écrit aussi Imz =

On montre ainsi que le point A n’est pas dans I’ensemble E.

n <

(==}

N.B. : On constate graphiquement que le cercle & est tangent a I’axe des abscisses en O ; on le démontre

aisément car la distance OQ est égale a 5 c’est-a-dire au rayon du cercle.

Théoriquement, on devrait démontrer que le point A appartient au cercle de centre Q et de rayon % !

On se contente de le « voir » graphiquement ; la démonstration est évidente : QA =% !

On doit donc dire que I’ensemble est le cercle privé de ce point.

Solution détaillée :

z =% (z#4)

A4)

1°)

Z=X+liy (%, y réels)

Z=X+iY (X, Y réels)

Exprimons X et Y en fonction de x et y.



_i(x+iy)-4

Z=— -2 (on développe z avec x+iy ou plutdt on remplace z par x+iy)

(x+iy)-4
_ix—y-4
_(x—4)+iy

_ [ix—(y+4)|x[(x—4)-iy]
[(x=4)+iy <[ (x-4)-iy]

conjuguée du dénominateur)

_ Xy —(x—4)(y+4)+i[ x(x—4)+y(y+4)]
(x—4)2 +y°

—4x+4y+16+i(x2 +y2—4x+4y)
- (x—4)2+y2

On identifie les partie réelle et imaginaire.

—Ax+4y+16 .y 7

Donc X =Re Z = 5 ; 5 5
(x—4) +y (x=4)"+y

2°) Déterminons I’ensemble E ={M(z)eP/Z eR}.

Soit M un point quelconque de P distinct de A, d’affixe z = 4.
On pose z=x+ly avec (x;y)eR?.

MeE & ZeR
< Imz=0
&Y=0
2 2
SRt
X’ +y*—4x+4y=0
{(x—4)2+y2 20

(on va multiplier le numérateur et le dénominateur par I’expression

La conclusion peut se formuler de deux fagons :
E est le cercle de centre Q de coordonnées (2 ; — 2) et de rayon J8=22 privé du point A.
ou

E=% \{A} avec € : cercle de centre Q de coordonnées (2 T— 2) et de rayon 2«/5.

On observe que le point A appartient au cercle & car ses coordonnées vérifient I’équation cartésienne de &~
Donc il faut priver Z'du point A.

Tracé de & :
On place le point Q(2 ; - 2).

On constate que O € @en utilisant I’équation x* +y* —4x+4y =0 (car les coordonnées de O vérifient son
équation cartésienne : 0% +0? —4x0+4x0=0).

_xP+y —4x+4y

Meilleure rédaction :

Juste aprés la derniére équivalence, on écrit :

(x=2)° +(y+2)" =8 est une équation du cercle & de centre (2 ; - 2) et de rayon 2y/2.
A € & car ses coordonnées vérifient (x, —2)° +(y, +2)° =8.

Conclusion : E =2 \{A}

Rappel : construction de la racine carrée d’un entier a la régle et au compas en utilisant le théoreme de

Pythagore.

Exemple 1 : construire un segment de longueur /13 a la regle et au compas (sans instrument de mesure).

C
| @
A B

Exemple 2 : construire un segment de longueur /5 a la régle et au compas.
On a deux possibilités :

1% possibilité : 5=12 +22.
2¢ possibilité : 5=32 —22,




Autre méthode : I’escargot de Pythagore qui permet de construire des segments de longueurs v1, +/2,

N

Méthode longue et fastidieuse lorsqu’il s’agit I’entier sous le radical est grand. Il s*agit d’une fonction complexe.

Enfin, il y a la méthode de Descartes qui permet de construire a la regle et au compas un segment de longueur f:C-C
+Ja connaissant un segment de longueur a. 2 22— (2+i)z+i
Cette méthode utilise les relations métriques dans un triangle.

Application : Programme Python :

. N Inutile de marquer « from math import * » au début du programme.
Ici, pour construire & la régle et au compas, on peut observer que 2+/2 =+/8 et 8=4+4. Attention aux indentations.

On construit donc un triangle rectangle isocele dont les cotés de I’angle droit ont pour longueur 2.

def image(z) :
y= z**2-(2+1j)*z+1]j
return y

Ou plus court :

def image(z) :
return z**2-(2+1j)*z+1j

Sur calculatrice Numworks, pour taper i, soit écrire un j soit taper sur la touche i et la calculatrice mettra
automatiquement 1j (pour gain de temps).

Exemple :

image(3+4j)
(-9-14j)




Il s’agit d’une fonction complexe.

f:C—C

7 7-42

Programme Python :

def image(z) :
y=z-4*z .conjugate()
return y

Ou plus court :

def image(z) :
return z-4*z.conjugate()

Il n’est pas possible d’écrire ce programme sur la calculatrice Numworks.



