TS | Exercices sur la géométrie dans I’espace (niveau 1) |

Dans tous les exercices, I’espace E est muni d’un repére orthonormé (O,T, ] R).

Aucune représentation en perspective n’est demandée dans ces exercices sauf pour I’exercice .
Serie 1

Calculer dans chacun des cas suivants le produit scalaire des vecteurs U et v suivants :
a)u(-3;-1;0) et v(2;0;5) ;b)u(l;-1;3)etv(2;3;-2) ;) u(7;-1;2)etv(-3;-11;5)

Veérifier avec la calculatrice Numworks.

On est dans I’espace « Calculs ».

On ouvre la boite a outils puis on va dans la rubrique « Matrices et vecteurs » puis « Vecteurs ».
dot(U,V) Produit scalaire

On rentre les vecteurs avec les matrices lignes ou colonnes de leurs coordonnées.

Par exemple, dans le cas de la question a), I'affichage & I’écran pour calculer le produit scalaire des vecteurs u

-3/(2
et v doit étre : dot([—3 -1 0],[2 © 5]) ou: dot||-11,|0
0 5

Aller dans « Calculs » puis boite a outils rubrique « Matrices et vecteurs » puis Vecteurs
dot(U,V) Produit scalaire
On rentre les deux vecteurs avec les matrices colonnes de leurs coordonnées.

On donne les points A(0;-1;-1), B(5;2;-1), C(3;3;3),D(1;0;-2).

Calculer le produit scalaire des vecteurs AB et CD.

On considere les points A(2;2;1), B(5;-1;3),C(0;4;-3).

Calculer le produit scalaire des vecteurs AB et AC.

EOn considére les points A(2;-3;4), B(1;2;-11), C(-8;3;4), D(-3;10;6).
Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

Dans chacun des cas suivants, calculer la norme du vecteur u :
a)u(1;2;2) b) u(-2;-3;6) c) u(9;12;-8)

Veérifier avec la calculatrice Numworks :
On est dans I’espace « Calculs ».
On ouvre la boite a outils puis on va dans la rubrique « Matrices et vecteurs » puis « Vecteurs ».

[U| Norme
On rentre le vecteur avec la matrice ligne ou colonne de ses coordonnées.

Par exemple, dans le cas de la question a), I’affichage & I’écran pour calculer la norme de u doit étre :
1

[t 2 2]]ouf|2
2

Aller dans « Calculs » puis boite a outils — rubrique « Matrices et vecteurs » puis « \Vecteurs »

@ On considére les points A(0;1;1) et B(1;-1;0).

Déterminer la mesure en radian de I’angle AOB.

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a (ac R, ).
Faire une figure assez grande.
185, k=1aE.
a a

En utilisant le repére orthonormé (A,T, 1, R), démontrer que le vecteur AG est un vecteur normal au plan
(BDE).

On considére les points A(2;1;3),B(1;0;-1),C(4;0;0),D(0;4;0) etE(1;-1;1).

1°) Démontrer que les points C, D, E ne sont pas alignés.

2°) Démontrer que (AB) L (CDE).

On pose T:EATB, j=
a

@ En utilisant la propriété rappelée dans I’encadré ci-dessous, calculer dans chacun des cas suivants les
coordonnées d’un vecteur w non nul orthogonal aux vecteurs U et v :
a)u(4;2;-2)etv(-1;3;4)  ;b)u(3;2;-1) et v(5;5;0) ;o) u(6;-2;7)etv(-4;5;1)

On considére deux vecteurs u(x;y;z) et v(x';y';z") de E.
Le vecteur w de coordonnées (yz'-zy', zx'-xz', xy'- yx') est orthogonal aux vecteurs u et v.
On peut aussi écrire les coordonnées de ce vecteur a I’aide de déterminants sous la forme

[yy' z 7 xx'J

X X'

z 7' y y'
Veérifier avec la calculatrice Numworks :
On est dans I’espace « Calculs ».
On ouvre la boite a outils puis on va dans la rubrique « Matrices et vecteurs » puis « Vecteurs ».
cross(U,V) Produit scalaire
On rentre les vecteurs avec les matrices lignes ou colonnes de leurs coordonnées.

Par exemple, dans le cas de la question a), I'affichage & I’écran pour calculer le produit scalaire des vecteurs u

-3||2
et v doit étre : dot([—3 -1 0],[2 0 5]) ou: dot||-1/,]0
0 5




On considere les points A(3;2;-1), B(5;0;1),C(0;3;-2). Sérle 2

Vérifier que les points A, B, C ne sont pas alignés et déterminer un vecteur normal au plan (ABC).

Vérifier avec la calculatrice Numworks : ~

Aller dans « Calculs » puis boite a outils rubrique « Matrices et vecteurs » puis Vecteurs Donner dans la colonne de droite les coordonnées d’un vecteur u normal au plan P définie par I’équation
donnée dans la colonne de gauche.

cross(U,V) Produit vectoriel

On rentre les vecteurs avec les matrices colonnes de leurs coordonnées. Equation de P Coordonnées d’un vecteur u normal & P

Soit P le plan contenant le point A(3 =2 5) et admettant le vecteur n (4 12, —1) pour vecteur normal.
B(1;-1;-1) appartient-il a P ?

2x—-6y+2z2-7=0

z—-x=0

X+2y=5-3z

On considére le plan P d’équation cartésienne 3x+y—-4z+1=0.

1°) Déterminer un vecteur n normal a P.
2°) Déterminer une équation cartésienne du plan Q paralléle a P passant par le point A(1;2; O).

On considere le plan P d’équation cartésienne x+ y—2z+5=0 ainsi que les points A(-5; - 4; 4) et
B(1;2;-8).
La droite (AB) est-elle orthogonale au plan P ?

E a enlever déja mis dans la série 1 On considere les points A(2;1;3),B(1;0;-1),C(4;0;0),D(0;4;0)
etE(1;-1 ;1)

1°) Les points C, D, E sont-ils alignés ?

2°) Démontrer que (AB) L (CDE).

On considére le plan P d’équation cartésienne x+2y+3z-6=0.

1°) Déterminer les points d’intersection de P avec les axes du repére.
2°) Faire un graphique et représenter le plan P a I’aide de la question précédente.

[6] On donne le point A(2; -5; 4).
Donner sans calcul
e une équation du plan P, passant par A et paralléle au plan (xOy) ;

e une équation du plan P, passant par A et paralléle au plan (yOz) ;

e une équation du plan P, passant par A et paralléle au plan (zOx).

(xOy), (yOz), (zOx) désignent les plans de base.
(xOy) désigne le plan de repére (O,T, ])

(yOz) désigne le plan de repére (O] R).

(zOx) désigne le plan de repere (O, i R).




Déterminer la position relative des plans P et Q d’équations cartésiennes respectives :
X—2y+z-1=0et 2x-4y+22-1=0.

X=1+t
On considere la droite D admettant pour systeme d’équations paramétriques < y=1-t (teR)ainsi que le
z=2t

point A(1;2;0).
1°) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par A(1;2; O) et orthogonal a D.
2°) En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur D.

On considere le plan P d’équation x+y—z =1 ainsi que le point A(-3;2 ;1).

1°) Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite D passant par le point A et orthogonale a P.
2°) En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur P.

On consideére le plan P d’équation cartésienne x+2y+3z-5=0 ainsi que le point A(2;-2;2).

1°) Calculer la distance du point A au plan P.
2°) Déterminer une équation de la sphere S de centre A et tangente a P.

On considere les points A(1;2;-1) et B(0;-2;3).
Le but de I’exercice est de déterminer une équation cartésienne du plan médiateur P du segment [AB] par deux
méthodes indépendantes (il faut faire les deux méthodes).

1% méthode : en utilisant la définition du plan médiateur d’un segment

Rappeler la définition de P :

«Pestleplan ... »

Calculer les coordonnées du milieu | de [AB] et déterminer une équation cartésienne de P en rédigeant
convenablement.

2° méthode : en utilisant la caractérisation du plan médiateur d’un segment

Rappeler la propriété : « Un point appartient a P si et seulement si... ».
Déterminer alors une équation cartésienne de P en rédigeant ainsi :

« Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x Y z) .

MeP & MA=MB
& MA? = MB?

&L »

On considére les points A(2;1;2) etB(-2;0;2).
Le but de I’exercice est de déterminer une équation cartésienne de la sphére S de diamétre [AB] par deux
méthodes indépendantes (il faut faire les deux méthodes).

1% méthode : en utilisant I’orthogonalité

Déterminer alors une équation cartésienne de S en rédigeant ainsi :

« Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x Y z) .

MeS < MA.MB=0

&>

2° méthode : en utilisant le centre et le rayon de S

Calculer la distance AB et les coordonnées du milieu | de [AB].
Déterminer une équation cartésienne de S.

La 1% méthode avec I’orthogonalité est préférable car il y a moins de calculs.

On considere les points A(1;2;-1) et B(2;1;0).
Déterminer une équation de I’ensemble S des points M de coordonnées (x;y; z) de E tels que

2MA? -MB? =8.
En déduire la nature de S.

On donne le point A(0;4;0).
Donner une équation du plan médiateur P du segment [OA].

On considére le demi-espace fermé E, défini par I’inéquation x—2y+3z-5>0.
Préciser parmi les points suivants ceux s’ils appartiennent ou non a E, :
A(1;1;1),B(0;-4;1),C(2;2;-3),D(-3;0;2).

Donner une inéquation caractérisant le demi-espace ouvert E, admettant le plan P d’équation cartésienne
2x—y—z+6=0 pour frontiére et qui contient le point A(-2;4;2).

On considére les plans P et Q d’équations cartésiennes respectives 2x+y—-z—-2=0 et x+3y+7z-11=0.
Les plans P et Q sont-ils sécants ou paralleles ?
S’ils sont sécants, déterminer un systéme d’équations paramétriques de leur droite d’intersection A.

Dans chaque cas, déterminer si les plans P et Q sont perpendiculaires.
IX+y+z-1=0etQ: —-x+z+1=0

P X+2y+3z-4=0etQ: Xx-y+z-2=0

D X+2y+3z2-4=0etQ: -3y+2z-4=0

12x—-z+1=0etQ: x—y+z-3=0

T—2X+y+z+2=0¢etQ: x+y+2z+1=0

W U U U T



a enlever déja mis dans la série 1
On considére les points A(3;2;-1), B(5;0;1), C(0;3;-2).
Veérifier que les points A, B, C ne sont pas alignés et déterminer un vecteur normal au plan (ABC).

On note S la sphére d’équation x* +y? +z° —2x-10y+6z—27 =0 et A le point de coordonnées
(-2;12;-5)

Vérifier que A appartient a S.

Déterminer une équation du plan P tangent a Sen A.

Rajouter un exercice sur intersection d’une droite et d’un plan (équation paramétrique — équation
cartésienne)

Le 31 mars 2022

On considére le plan P d’équation cartésienne 4x+3y—2z+3=0 et la droite D admettant pour systéme
x=t

d’équations paramétriques {y =3+t (teR).
z=3+2t

Démontrer que D et P sont sécants en un point A dont on déterminera les coordonnées.

4t+3(3+t)—2(3+2t)+3=0

3t+6=0
t=-2
A(-2;1;-1)
Le 15-2-2023

Livre Barbazo Terminale spécialité page 391
Exercice 1

Soit P le plan d’équation cartésienne 6x+3y+z-12=0.
Le point A(5;-1; - 7) appartient-il a P ?

AgP

Exercice 2

Soit P le plan contenant le point A(3 =2 5) et admettant le vecteur n (4 12 —1) pour vecteur normal.

B(1;-1;-1) appartient-il a P ?

Corrigé

Série 1

Calculer dans chacun des cas suivants le produit scalaire des vecteurs u et v suivants :
u

(-3;-1;0) et v(2;0;5) ; u(1;-1;3)etv(2;3;-2)

) Uev=-3x2+(-1)x0+0x5=-6
b) usv=-7
¢) uev=0 (les vecteurs u et v sont orthogonaux)

On vérifie avec la calculatrice Numworks.

’

u(7;-1;2) et v(-3;-11;5)

On donne les points A(0;-1;-1), B(5;2;-1), C(3;3;3),D(1;0;-2).

Calculer AB-CD.

AB(5;3;0)

CD(-2;-3;-5)

AB+CD =5x(-2)+3x(-3)+0x(-5)=-19

On vérifie avec la calculatrice Numworks.

On considere les points A(2;2;1), B(5;-1;3),C(0;4;-3).

Calculer AB+AC.

AB(3;-3;2)
AC(-2;2;-4)
AB.AC=-20

On vérifie avec la calculatrice Numworks.

EOn considére les points A(2;-3;4), B(1;2;-11), C(-8;3;4), D(-3;10;6).

Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

AB(-1;5;-15)
CD(5:;7;2)

B+CD=-1x5+5x7-15x2=0



Les vecteurs AB et CD sont donc orthogonaux et, par conséquent, les droites (AB) et (CD) sont

orthogonales.

Dans chacun des cas suivants, calculer la norme du vecteur u :
u(L;2;2) u(-2;-3;6) u(9;12;-8)

a)u(1;2;2)

HGH=\/12+22+22 =3

b) u(-2;-3;6)
HECE

c)u(9;12;-8)
[ul-=v7

On vérifie avec la calculatrice Numworks.

@ On considére les points A(0;1;1) et B(1;-1;0).
Déterminer la mesure en radians de I’angle AOB.
1% méthode :

Dans le cours, on a la propriété suivante :

Soit ﬂ(x; Y z) et \7(x'; vy z') deux vecteurs quelconques non nuls de I’espace.

= Usv XX+ yy '+ 22"
cos|U;V|= ==
HuHvaH \/x2+y2+zzx\/x'2+y'2+z'2

Il est aussi bien de refaire la démarche.

OA.0OB

Ona cosAOB = —">°
OAxOB

On commence donc par effectuer le calcul du produit scalaire figurant au numérateur et des deux distances

figurant au dénominateur.

OA 0B =-1x0+1x(-1)+0x(-1)=~1

OA=02+12+1° =2

OB =2 +(-1)° +0? =2
Ancienne version :

On peut donc écrire V2 x+2cos AOB =1 ce qui donne 2cosAOB =—1.

-1

V2 x

COSATO\B =

=

N~

Or la mesure en radian de I’angle AOB est comprise entre 0 et 7.

On en déduit que AOB = %ﬁ

On peut aussi écrire AOB = Arccos(— %j .

2° méthode :

Utiliser la formule de Pythagore généralisée (Al Kashi).
Cette méthode est a éviter par rapport a la précédente, plus simple.

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a (aeR’, ).
Faire une figure assez grande.
135, k=1rE.
a a

En utilisant le repére orthonormé (A,T, 1, R), démontrer que le vecteur AG est un vecteur normal au plan

(BDE).

On pose T:EATB, j=
a

Figure & faire

Les vecteurs i, j, k sont orthogonaux deux & deux et unitaires.

Le repére (A,T, 1, R) est donc un repére orthonormé de I’espace.




Les vecteurs i, j, k servent a définir le repére.

Le repere (A,T, 1, R) est un repére orthonormé auxiliaire qui va nous permettre de démontrer commodément

une propriété du cube.

On va utiliser la propriété fondamentale suivante :

Soit P un plan de I’espace.

Soit u un vecteur non nul de I’espace.

Soit v et w sont deux vecteurs non colinéaires de P.

u est un vecteur normal & P si et seulement si u est orthogonal aux vecteurs v et w.

Un vecteur non nul est normal a un plan si et seulement si il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires.
La condition « U est orthogonal aux vecteurs v et w » est équivalente d Uev=u.w=0.

On va démontrer par exemple que le vecteur AG est orthogonal aux vecteurs BD et BE.

On commence par chercher les coordonnées de tous les points dans le repére.

AG.BD=ax(-a)+axa+0x0=-a’+a’=0
AG.BE=ax(-a)+ax0+axa=-a’+a’=0

D’aprés les résultats des deux produits scalaires, le vecteur AG est orthogonal aux vecteurs BD et BE.
Or BD et BE sont deux vecteurs non colinéaires du plan (BDE).

Donc AG est un vecteur normal au plan (BDE).

(ex.[24] de Iancienne)

3 5 0
Al2 B|O C|3
-1 1 -2

Vérifier que les points A, B, C ne sont pas alignés et déterminer les coordonnées d’un vecteur normal u au plan
(ABC).

2 -3
AB|-2 AC |1

On observe qu’il n’existe pas de réel A tel que AC = AAB.
Les vecteurs AB et AC ne sont donc pas colinéaires et, par conséquent, les points A, B, C ne sont pas alignés.

Pour déterminer les coordonnées d’un vecteur normal au plan (ABC), on utilise la propriété suivante du cours.

On considére deux vecteurs G(x ;Y z)et \7(x'; y'iz').

Le vecteur w de coordonnées (yz'-zy', zx'~xz', xy'~ yx') est orthogonal aux vecteurs u et v.

0
Le vecteur U | — 4 est un vecteur normal & (ABC).
-4



0
En divisant les coordonnées par — 4, on peut aussi dire que le vecteur v |1 estun vecteur normal a (ABC).
1

En effet, tout vecteur non nul colinéaire & u est aussi un vecteur normal a (ABC).

On peut Vvérifier directement par, calculs de produits scalaires, que ces deux vecteurs sont orthogonaux a AB et
AC.

correspond au [4] de I’ancienne feuille
A(2;1;3),B(1;0;-1),C(4;0;0),D(0;4;0),E(1;-1 ;1)

1°) Démontrons que les points C, D, E ne sont pas alignés.

CD(-4;4;0)

E(-3;-1;1)

Les vecteurs CD et CE ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles.
Ils ont la méme origine donc les points C, D, E ne sont pas alignés.

2°) Démontrons que (AB) _L (CDE).

Point-méthode :

I Pour démontrer qu’une droite est orthogonale & un plan, il suffit de démontrer qu’elle est orthogonale & deux
I droites sécantes de ce plan.

Il suffit de démontrer que (AB) L (CD) et que (AB) L (CE) (en effet, (CD) et (CE) sont deux droites sécantes

du plan (CDE) ; on utilise la propriété « si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan, alors
elle est orthogonale a ce plan »).

AB(-1;-1;-4)
AB + CD = X, X X5 + Vg X Yeg + Zis ¥ Zes = (- 1) (= 4) +(-1) x4+ (- 4)x0=4-4+0=0

Donc AB L CD d’ou (AB)L(CD).

A—B'EZXAEXXCE Vi X Ve + 25 * 2 =—l><(—3)+(—l)x(—l)+(—4 )><l=3+l—4=0

Zcé
Donc AB L CE d’ol (AB) L (CE).
Onadonc (AB) L(CD) et (AB) L(CE).

(autre rédaction : « Donc (AB) est orthogonale & (CE) et a (CD) »)

Par suite, (AB) _L (CDE).

[9]

2><4—(— 2)><3=14
a) W|(-2)x(-1)-4x4=-14
4><3—2><(—1)=14

On peut diviser toutes les coordonnées de w par 14.

1
Le vecteur w'| —1 est un vecteur orthogonal aux vecteurs u et v.
1

2><0—(—1)><5=5
b) w (—1)><5—3><0=—5
3x5-2x5=5

On peut diviser toutes les coordonnées de w par 5.

1
Le vecteur w'| —1 est un vecteur orthogonal aux vecteurs u et v.
1

(—2)><l—7><5=—37
) W|7x(~4)-6x1=-34
6><5—(— 2)><(—4)=22

On vérifie avec la fonction cross de la calculatrice Numworks.

Correspond au [24] de I"ancienne feuille

3 5 0
Al2 B|O C|3
-1 1 -2

Vérifier que les points A, B, C ne sont pas alignés et déterminer les coordonnées d’un vecteur normal U au plan
(ABC).

2 -3
AB|-2 AC|1

On observe qu’il n’existe pas de réel A tel que AC = AAB.



Les vecteurs AB et AC ne sont donc pas colinéaires et pas conséquent, les points A, B, C ne sont pas alignés.
Pour déterminer les coordonnées d’un vecteur normal au plan (ABC), on utilise la propriété suivante du cours.

On considére deux vecteurs G(x ;Y z)et \7(x'; y'iz').

Le vecteur w de coordonnées (yz'-zy', zx'~xz', xy'— yx') est orthogonal aux vecteurs u et v.

(—2)><(—1)—2><1=0
Le vecteur u 2x(-3)—2x(—1)=—4 estun vecteur normal & (ABC).
2><1—(—2)><(—3)=—4

0
En divisant les coordonnées par — 4, on peut aussi dire que le vecteur v |1 est un vecteur normal a (ABC).
1

En effet, tout vecteur non nul colinéaire & u est aussi un vecteur normal a (ABC).

On peut vérifier directement par, calculs de produits scalaires, que ces deux vecteurs sont orthogonaux a AB et
AC.

Vecteur normal & un plan

Rappel de cours :

Série 2

J = Em mm Em o o Em Em o Em B EE Em Em Em ER ER B Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em Em om

1Sipestun plan d’équation cartésienne ax+hby+cz+d =0 ((a b c) #* (O :0; O)), alors le vecteur de

| coordonnées (a, b, ¢) est un vecteur normal a P.

Equation de P

Coordonnées d’un vecteur u normal a P

2Xx—-6y+2z-7=0

(2;-6;2) ou (1;-3;1)

z-x=0

(-1;0;1) ou (1;0;-1)

X+2y=5-3z

(1;2;3)

L’équation z—x =0 est équivalente @ — x+2z =0 que I’on peut aussi écrire —x+0y+2z =0 ou encore a

x=2=0

L’équation x+2y=5-3z est équivalentea x+2y+3z-5=0.

P:3x+y-4z+1=0

1°) Déterminons un vecteur n normal a P.

D’apreés la formule du cours donnant les coordonnées d’un vecteur normal a un plan dont on connait une

équation cartésienne, on peut dire que le vecteur ﬁ(3;1; - 4) est un vecteur normal a P.

2°) Déterminons une équation cartésienne du plan Q parallele a P passant par le point A(1 ; 2 ; 0).

P // Q donc n est aussi un vecteur normal & Q.

I Si deux plans sont parallgles, alors tout vecteur normal & I’un est normal & I’autre.

Lo o o e o o e o e e e e e e e e e e e o e = o=



1% méthode :
P // Q donc n est aussi un vecteur normal & Q.
Soit M un point quelconque de I’espace.
On note (x;y;z) ses coordonnées.
MeQ < AM et n sont orthogonaux
& AMen=0

& (X—l)x3+(y—2)xl+(z—O)x(—4)=O
& 3x+y-4z-5=0

Attention : X, y, Z ne sont pas des inconnues.
On ne dit pas que I’on remplace I’inconnue x par ..., I’inconnue y par ....

2° méthode :

P // Q donc n est aussi un vecteur normal & Q.

Q admet donc une équation cartésienne de la forme 3x+y—-4z+d =0 avec d eR.
Or AeQ donc 3x, +y, —4z,+d =0 soit 3+2-0+d =0 donc d =-5.

On en déduit que Q a pour équation cartésienne 3x +y —4z -5 =0.

P:x+y-22+5=0
A(-5;-4;4)
B(1;2;-8)

Déterminons si la droite (AB) est orthogonale au plan P.

On sait que le vecteur ﬁ(l 1 - 2) est un vecteur normal a P.
AB(6;6;-12)

On observe que AB = 6n.

On en déduit que n et AB sont colinéaires.

On peut effectuer le calcul des 3 déterminants. 1l est cependant plus simple de faire apparaitre un coefficient de
colinéarité.

Par suite, ona (AB) L P.

N.B. : On ne peut pas utiliser de vecteur directeur pour un plan. En effet, il n’y a pas de vecteur directeur pour
un plan. Il faut deux vecteurs non colinéaires pour diriger un plan.

[4]
A(2;1;3),B(1;0;-1),C(4;0;0),D(0;4;0),E1;-1:;1)
1°) Déterminons si les points C, D, E sont alignés.

On utilise la colinéarité des vecteurs.

CD(-4;4;0)

E(-3;-1;1)

Les vecteurs CD et CE ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles.
Ils ont la méme origine donc les points C, D, E ne sont pas alignés.

2°) Démontrons que (AB) _L (CDE).

Point-méthode :

1 pour démontrer gu’une droite est orthogonale a un plan, il suffit de démontrer qu’elle est orthogonale a deux
I droites sécantes de ce plan.

Il suffit de démontrer que (AB) L (CD) et que (AB) L (CE) (en effet, (CD) et (CE) sont deux droites sécantes

du plan (CDE) ; on utilise la propriété « si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan, alors
elle est orthogonale a ce plan »).

AB(-1;-1;-4)
AB + CD =X, X X5 + Yag X Yeg + Zss ¥ Zes = (- 1) (= 4) +(-1) x4+ (- 4)x0=4-4+0=0

Donc AB L CD d’ou (AB)L(CD).

A—B'EZXAEXXCE Vi X Ve + 2 X 2 =—lx(—3)+(—l)x(—l)+(—4 )xl=3+l—4=0

Zcé
Donc AB L CE d’ol (AB) L (CE).
Onadonc (AB) L(CD) et (AB) L(CE).

(autre rédaction : « Donc (AB) est orthogonale & (CE) et a (CD) »)

Par suite, (AB) L (CDE).



P:x+2y+3z-6=0

1°) Déterminons les points d’intersection de P avec les axes du repere.

Rappel :

o L’axe (Ox) est I'ensemble des points d’ordonnée et de cote nulles.
o L’axe (Oy) est I’ensemble des points d’abscisse et de cote nulles.

o L’axe (Oz) est I’ensemble des points d’abscisse et d’ordonnée nulles.

I’axe (Ox).

Pour déterminer I’intersection de P avec I’axe (Oy), on utilise le rappel sur la caractérisation des points de

I’axe (Oy).

Pour déterminer I’intersection de P avec I’axe (Oz), on utilise le rappel sur la caractérisation des points de

I’axe (0z).

o Soit A le point d’intersection de P avec I’axe (Ox).

Ae(Ox) donc y, =0 et z,=0.
AeP donc x, +2y, +3z, —6=0 d’ot X, +2x0+3x0-6=0 soit x, —6=0 donc x, =6.

o Soit B le point d’intersection de P avec I’axe (Oy).

Be(Oy) donc x; =0 et z, =0.
BeP donc x; +2y, +3z,-6=0 d’ol 0+2xy, +3x0-6=0 soit 2y, —6=0 donc y, =3.

o Soit C le point d’intersection de P avec I’axe (Oz).

Ce(0z) donc x, =0 et y, =0.
Ce Pdonc x; +2y.+3z,—6=0 d’oll 0+2x0+3x2z,—-6=0 soit 3z, —6=0 donc z. =2.

Conclusion :
PN(Ox)={A} avec A(6 ;0;0); PN(Oy)={B} avec B(0;3;0); PN(0z)={C} avec C(0;0;?2)

Il s’agit d’égalités d’ensembles.

Pour déterminer I’intersection de P avec I’axe (Ox), on utilise le rappel sur la caractérisation des points de

2°) Le plan est représenté par le triangle ABC.

I'NB. En général, on représente un plan par un parallélogramme ; c’est I’un des rares cas ou I’on
I représente un plan par un triangle. 11 faut cependant garder a I’esprit qu’un plan est infini dans
I toutes les directions.

N

On dit I’on a représenté le plan P par ses traces sur les plans de base.

@ Application directe du cours : équations de plans paralleles aux plans de coordonnées

P:z=4
P, i1 x=2
P,:y=-5

Solution détaillée :

A(2;-5;4)

P1 : plan passant par A et paralléle au plan (xOy)

P, : plan passant par A et paralléle au plan (yOz)

P3 : plan passant par A et paralléle au plan (zOx)

(I n’est pas tres aisé ni tres utile de faire une figure.)

Déterminons une équations des plans P, P,, P,.

e Le plan P, passe par A et est paralléle au plan (xOy) donc P, a pour équation z=1z, soitz = 4.

e Le plan P, passe par A et est paralléle au plan (yOz) donc P, a pour équation x =X, soit x = 2.

e Le plan P, passe par A et est paralléle au plan (zOx) donc P, a pour équation y =y, soity =-5.



Trouver la position relative de deux plans dans I’espace . R - -
D : droite de repére (A; u) avec A(-3;1;4)etu| -1;

N w

2).

On applique la formule du cours sur les équations paramétriques de droites.

P et Q sont strictement paralleles.

. o1t 1°) Donnons un systeme d’équations paramétriques de D.
Solution détaillée : ) Y q p q

P:x-2y+z-1=0

On choisit soi-méme la lettre pour désigner le parametre (pas de lettre imposée).
Q: 2x—-4y+2z-1=0 Ce paramétre est souvent noté t ou A.
.. . . X=-3-t
Etudions les positions relatives de P et Q. 3
Un systéme d’équations paramétriques de D s’écrit < y =1+—t (teR).
Position de deux plans dans I’espace : 2
z=4+2t
- plans paralleles (strictement ou confondus)
) ) N.B. : I n’y a pas d’équations cartésiennes de droites dans I’espace.
- plans sécants selon une droite
e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e M a2 i 2°) Calculons les coordonnées du point d’intersection | de D avec le plan (xOy).
I I Le plan (xOy) a pour équation z = 0 donc z, =0.
11 s’agit de déterminer les positions relatives de deux plans dans I’espace c’est-a-dire de déterminer si les
plans sont paralléles (strictement ou confondus) ou s’ils sont sécants (sécants selon une droite). ! On utilise ensuite le systéme d’équations paramétriques de la droite D.
I Pour répondre a la question, on utilise un vecteur normal a chacun des deux plans. 1 Le paramétre t du point | sur la droite D vérifie I’équation 4 + 2t = 0.
|
|

1 On pourrait aussi utiliser un repére de chacun des plans mais cette méthode serait beaucoup plus longue a Donct = — 2.
| Mettre en ceuvre. On aime donc mieux passer par les vecteurs normaux. Grace au systéme d’équations paramétriques de D, on obtient :
Bl e e e e e e i ' X =-3-(-2)=-1et y,:1+g><(—2):1—3:—2.
D’aprés I’équation cartésienne de P, on peut dire que le vecteur ﬁ(l; -2 ;1) est un vecteur normal a P. Doul(-1;-2;0).
D’aprés I’équation cartésienne de Q, on peut dire que le vecteur F(Z =4, 2) est un vecteur normal a Q. 1t
— - - — L X=1-
On remargue que n' =2n donc n et n* sont colinéaires. @ D ly=4+t (teR)
Par suite, P et Q sont paralleles. 7=3-2t

Q a aussi pour équation cartésienne x -2y +z —% =0. 1) Donnons un repére de D.

Or P apour équation cartésienne x—2y+z-1=0. AT ==7= - - - - - ""-"-"-"=-"=-"=-"="=""="="="=”"="-"=7
P q y : Repére d’une droite : I

En comparant ces deux équations cartésiennes, on peut dire que les plans P et Q ne sont pas confondus (car les

équations ont le méme début x— 2y -+ 2 mais le demier terme qui différe). I On appelle repére d’une droite (dans le plan ou dans I’espace) un couple formé d’un point de la droite et d’un |

| Vecteur directeur de la droite. I

On peut donc en déduire que P et Q sont strictement paralleles (c’est-a-dire non confondus). I Une droite admet une infinité de repéres. |
|

Autre fagon : I Conventionnellement, un repére est désigné en écrivant d’abord le point puis le vecteur directeur. 1
L o oo mmn o e mme e mme e mmm e mmm mme mme mmm e mmm e mmm e e mmm e mmm s mmm s mmm s s L]

P a pour équation x—-2y+z=1.

Q a pour équation x—2y+7 = 1 Lorsque I’on demande un repére d’une droite, on doit donner un point et un vecteur directeur de cette droite.

. R . . . . . Un repére de la droite D est (A; u)avec A(1;4;3)etu(-1:1;-2).
% #1 donc P et Q sont strictement paralleles car il n’existe pas de triplet (x Y z) vérifiant les deux équations. P ( ) ( ) ( )



2°) Déterminons si les points E(6 ; — 1 ; 13) et F(2 ; 3 ; 1) appartiennent a D. D // D' (déterminer un vecteur directeur de chacune des deux droites et démontrer qu’ils sont colinéaires)

Xg =1-t Solution détaillée :
Pour savoir si le point E appartient ou non a D, on cherche s’il existe un réel t tel que y. =4+t .
Ze =3-2t X =3t X=—9+%t'
61t D{y=2t (teR) D' {y=5+3t (t’eR)
Ce systeme équivauta < —1=4+t . z=2t z=1+3t
13=3-2t

] Ce systeme est pléthorique (du mot pléthore = excés) en équations par rapport au nombre d’inconnues. | ® Attention: te Rett'e R

I e On pourrait utiliser le méme paramétre t mais on aurait un probléme dans le raisonnement (probleme

| .
I Méthode : | d"intersection de droites).

I Prendre chaque équation et résoudre.

1 Si la valeur de t est la méme pour les trois équations, alors le systéme admet une unique solution et I’on pourra
dire que le point appartient bien a la droite D.
Si les valeurs de t sont différentes pour les trois équations, alors on pourra dire que le systeme d’admet pas de
solution.

L mm mm mm mm omm omm omm omm mm omm o mm mm o mm mm mm mm mm mm mm mm mm Em Em Em Em Em Em Em Em o= o

On peut dire que le vecteur u (3 ; 2 ; 2) est un vecteur directeur de D et que le vecteur \7(% ;3;3)estun

vecteur directeur de D'.

Ici, on obtient la méme valeur pour les trois équations : t =-5. . R .
| Attention : On ne peut pas parler de vecteur normal & une droite dans I’espace.

Une droite dans I’espace pourrait admettre une infinité de vecteurs normaux au sens ou il y a une infinité de
vecteurs orthogonaux.

Le systeme admet bien un unique nombre solution donc E € D (t =-5).

2=1-t Mais ces vecteurs ne sont pas tous colinéaires entre eux (dans I’espace).
De méme pour le point F, on cherche s’il existe un réel t solution du systeme <3=4+t . : On ne parle donc pas de vecteur normal a une droite de Pespace.
1=3-2t i e e e e e e e e e e = e e e e e e e e = = = = = = = = = = =
t=—1 On observe que Q:Eﬁ.
Ce systeme équivaut a \t=—1. Les vecteurs U et v sont donc colinéaires.
t=1 Par suite, D// D".
On remarque qu’il n’existe pas de nombre solution donc Fe D. On peut se demander si les deux droites sont strictement paralléles ou confondues.
Ou variante Iy a pour cela deux méthodes pour répondre a la question.
P e e e e e e e e e e e e e e o e = e e e e e e e = = -
Le systeme n’admet pas de solution donc le point F n’appartient pas a D. ] o o ) ) o o
I'La méthode la plus satisfaisante consiste & déterminer un point de D et a voir s°il appartienta D'
1 I On voit alors si D et D' sont confondues ou strictement paralleles.
I Il n’y a pas d’équation cartésienne de droite dans I’espace. | e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = —
| On peut définir une droite par un systeme de deux équations cartésiennes de plans (selon la propriété « deux | .
: 1°" méthode :

I plans sécants de I’espace se coupent selon une droite ») ou par un systeme d’équations paramétriques.

Déterminer un point de D et voir s’il appartienta D".

Le point O(0 ; 0 ; 0) obtenu pour t =0 appartient a D.

On peut démontrer que O ¢ D".



I I Autre fagon :
On voit qu’il n’appartient pasa D' (car on n’obtiendrait pas la méme valeur de t” en résolvant le systéeme

| formé par chacune des équations paramétriques égale a 0). | 1°) Un vecteur directeur de D est u (—1;4;0) donc la droite D est paralléle au plan (xOy).
. , . R x=—1-t
Donc les droites D et D' sont strictement paralléles. ) ) )
2°) Un systeme d’équations paramétriques de D’ s’écrit { y=7+4t (t € R).
2° méthode : 7=0

Etudier I’intersection de D et de D",
On trouve une intersection vide (ensemble vide). En conséquence de quoi, les droites D et D’ sont strictement

paralléles (sinon on trouverait DN D' =D = D"). D

Faire une figure assez soignée pour se représenter la situation.

Autre facon :

Un vecteur directeur de D est u(3;2 ; 2). +H
- ! « A
Un vecteur directeur de D’ est v(% ;3 3). ' P
V= gﬁ donc les vecteurs u et v sont colinéaires.
Par conséquent, D // D'. 1 57 1
1°) P:x-y+2z+1=0;2°Ontrouve t=—= ;H|—;—;—=
—5_ 6 6 6 3
Xx=5-t
Dqy=1+4t (t<R) Solution détaillée :
z=-3
x=1+t
1°) Démontrons que D est paralléle a I’'un des plans de coordonnées. Diy=1-t (teR)
D’apreés la troisiéme équation du systéeme d’équations paramétriques, on remarque que la droite D est incluse z=2t
dans le plan P d’équation z = - 3.
Al;2;0)

D’autre part, P est parallele au plan (xOy) (en effet, un plan parallele au plan (xOy) admet une équation de la s . i . . R
forme z=a ol a est un réel fixé). Or si deux plans sont paralléles, alors toute droite incluse dans I’un est 1°) Déterminons une équation cartésienne du plan P passant par A et orthogonal a D.
paralléle & I’autre. Donc D // (xQy). . R L . i ) i .
D’apreés le systéme d’équations paramétriques de D donné dans I’énoncé, on peut dire que le vecteur
2°) Déterminons un systeme d’équations paramétriques de la droite D' paralléle a D passant par le point G(l; -1; 2) est un vecteur directeur de D.
A-15750). Or DL P par hypothése donc le vecteur u est un vecteur normal a P.
Par conséquent, P admet une équation cartésienne de la forme x—y+2z+d =0 avec d eR.
Or le point A appartienta Pdonc 1-2+d =0 d’ou d =1.
Une équation cartésienne de P s’écritdonc x—y+2z+1=0.

Le vecteur G(— 1;4;0) est un vecteur directeur de D.
Or D // D’ donc u est aussi un vecteur directeur de D’.

Autre version :

_____________________________ Un vecteur directeur de D est le vecteur G(l; -1; 2).
Une équation cartésienne du plan P est x—y+2z+d =0 avec d eR.
x=-1-1 Or A(1;2;0) estun point de Pdonc 1-2+2x0+d =0 d’ou d =1.
Donc D' {y=7+4t (teR). DoncP: x—y+2z+1=0.
z=0



2°) Déterminons les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur D.

Le point H est le projeté orthogonal de A sur D.
Par définition du projeté orthogonal d’un point sur une droite, H est le point d’intersection de D et de P (car P
est orthogonal a D par hypothése).

Le parameétre t de H vérifie donc I’équation (1+t)—(1-t)+2x2t+1=0 (1) (obtenue en utilisant I’équation
cartésienne de P trouvée dans la question précédente).

(1) © 1+t-1+t+4t+1=0

& 6t=-1
ot=-1
6

On reprend le systeme d’équations paramétriques de D pour en déduire les coordonnées de H.

X=1+t
y=1-t

z=2t
X—y+2z+1=0

On pourrait résoudre directement le systeme a I’aide de la calculatrice.

On pourrait calculer distance AH (distance de A a la droite D, qu’on note d(A, D)).

Le 7-3-2023

Exercices géométrie dans I’espace niveau (1)
Exercice [12]:

Calculatrice Numworks

x=1+t
y=1-t
=2t

équation de plan

calculatrice

X=-3+t
1°) Jy=2+t (teR) ;2°) Rédaction type : « Le paramétre t du point A" vérifie I"équation ... ».
z=1-t

Ontrouve t=1; A'(-2;3;0).
Solution détaillée :
P:x+y-z=1

A(-3;2;1)

1°) Déterminons un systeme d’équations paramétriques de la droite D passant par le point A et
orthogonale a P.

P a pour équation cartésienne x+y—z-1=0 (forme équivalente a I’équation donnée dans I’énoncé).
D’aprés cette équation cartésienne de P, le vecteur ﬁ(l;l; —1) est un vecteur normal a P.

Or D L P par hypothése, donc le vecteur u est un vecteur directeur de D.

X=—3+t
Or A € D donc un systeme d’équations paramétriques de D s’écrit < y =2+t (t € R).
z=1-t

2°) Déduisons-en les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur le plan P.

Le point H est le projeté orthogonal de A sur le plan P.
Par définition du projeté orthogonal d’un point sur un plan, H est le point d’intersection de D et P (car D est
orthogonale a P par hypothese).

Le paramétre t du point H vérifie donc I’équation : —3+t+2+t —(1—t) =1 (1) .

(1) & -3+t+2+t-1+t=1

< 3t=3
St=1
X, =—3+1 x,=-2
Onadonc 1y, =2+1 , soit y, =3
Zy =1-1 ZH=O

Conclusion: H(-2;3;0)



Equation d’un plan médiateur
P:x+2y+3z-5=0 I(E;O;lj
2
A(2;-2;2)
Rappel : coordonnées du milieu d’un segment
1°) Calculons d(A, P).

- o[ XatXg . Yat+Ys . Za+Zg
On applique directement la formule donnant la distance d’un point & un plan de I’espace. Le milieu | du segment [AB] a pour coordonnées ( 2 2 2 J

P:2x+8y-8z2+7=0

P):\1x2+2x(_2)+3x2—5\

d(A, (attention a la présence de barres de valeur absolue)

V12422 432 Solution détaillée :
| 2-4+6-5] A(l;2;-1);B(0;-2;3)
v1+4+9 P : plan médiateur de [AB]
-1 Déterminons une équation cartésienne de P.
- J1+4+9
) 1% méthode :
V14 P est le plan orthogonal (on n’utilise pas I’adjectif « perpendiculaire ») a (AB) passant par le milieu | de [AB].

On peut laisser la racine carrée au dénominateur.

L - . . . . 2v14
Il est inutile de multiplier le numérateur et le dénominateur par ~/14 . Le résultat obtenu est alors \/77 , plus
compliqué et sans intérét ici (méme résultat que celui affiché avec la calculatrice). A—H —n

I

|

2°) S : sphére de centre A tangente a P \
> —

Déterminons une équation de S

1 =Xt X _1
La sphere S a pour rayon —— d’apres le 1°). ' 2 2
Jia
LY . 1y, = YatYe _g
I
Une équation de S s’écrit (x—2)2 +(y+2)2 +(z —2)2 =(—J soit (x—2)2 +(y+ 2)2 +(z- 2)2 =—. 2
J14 14 Z,+1,
7, = 5 =1
Il n’est pas utile de développer cette équation pour la mettre sous forme cartésienne.
-1
AB| -4
4

(AB) L P (attention a I’ordre : quand le symbole L est utilisé pour exprimer I’orthogonalité d’une droite et d’un
plan, on écrit d’abord la droite puis ensuite la droite) donc le vecteur AB est un vecteur normal a P.

Par conséquent, P admet une équation cartésienne de la forme —x—4y+4z+d =0 avec d eR.



I eP donc — x, —4y, +4z,+d =0 soit —%+4+d=0 d’ou d =—%.

P admet donc pour équation cartésienne — x—4y +4z —% =0.

En multipliant les deux membres de I’équation par — 2, on en déduit que P a pour équation cartésienne
2x+8y—-8z+7=0.

Autre version :

P est le plan médiateur de [AB] donc P est le plan perpendiculaire a (AB) passant par le milieu | de [AB].

I(E;O;lj
2

Soit M un point quelconque de I"espace de coordonnées (x;y; z).

MeP < IM-AB=0

& —x+%—4y+4z—4=0
7

& —x—4y+4z—5=0
2° méthode :
Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x Y z) .
MeP < MA=MB

< AM =BM

& AM? = BM?

& (x—xA)2+(y—yA)2+(z—zA)2=(x—xB)2+(y—yB)2+(z—zB)2

2 2 2 2 2 2
& (x=1) +(y-2) +(z+1)" =(x=0)" +(y+2) +(z-3)

& 2x+8y-8z+7=0

Autre version :
MeP & MA=MB
& MA® = MB?
& (Xy —x)2 +(Ya— y)2 +(24 —z)2 =(%g —x)2 +( Vg —y)2 +(zg —z)2
& (1- x)2 +(2- y)2 +(1+ z)2 :(—x)2 +(-2— y)2 +(3- z)2
& —-2x-8y+8z-7=0
Equation d’une sphére définie par un diamétre
Les deux méthodes donnent une équation cartésienne de S : x? + y?+ 22 —y—4z=0.
Solution détaillée :
A(2;1;2) etB(-2;0;2)

S : sphére de diamétre [AB]

18 méthode :

Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x Y z) .
MeS < MA-MB=0
& Xz X X T Yz X Yes + Zia % Zig =0

& (2-x)(-2-x)+(1-y)(0-y)+(2-2)(2-2) =0
o xX+y 4 -y-41=0

Une équation cartésienne de S s’écrit x? + y2+ 22—y —4z=0.
Variante meilleure :
Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x Y z) .

MeS < AM.BM=0

S X * Xgi + Yawi < Yewi * Zawi = Zg = O

& (x=2)(x+2)+(y-1)y+(z-2)(z-2)=0

& xX+y*+-y-41=0

Une équation cartésienne de S s’écrit x2 + y?+ 22—y —-4z=0.



Autre version : On résout le probléme a I’aide d’un systéme.
t=—2ett' =-1.
Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x Y z).
DoncM(-1;-4;3)et M'(-2;5;0).
MeS < MA.MB=0 MA (2-x;1-y;2-2) MB(-2-x;-y;2-2)
& (2-x)(-2-x)+(1-y)(-y)+(2-2)(2-2) =0

e X+y +22-y-42=0

Solution détaillée :

Soit M un point de D associé au parametre t et M' un point de D' associé au parametre t'.

Xop + X
2° méthode : en utilisant le centre et le rayon de S % =X
On calcule la distance AB. I milieu de [MM'] IutYw _ Y
2
On commence par calculer les coordonnées du vecteur AB. IntZw _ Z,
2
AB (-4;-1;0)
+t+2t' 3
2 2
Onadonc AB = /(- 4) +(-1) +0? =7 X + X =2% s ot 1
S 9 Yut Y =2y, ou — 3
On peut sinon appliquer la formule de distance de deux points dans le plan. Zy+2y =22, 1—t+14t" 3
T2 2
2 2 2
AB =\/(xB —Xa) +(Ys=Ya) +(Za—2a)
- (_4)2 +(_1)2+02 1+t+2t'=-3
N & q2t+3-2t'=1
=i 1-t+1+t'=3

On calcule les coordonnées du milieu | de [AB]. . . ] \ .
On considére le systéme formé de la 1° et de la 2° équation.

. t=-2
w=tatXs On le résout (méthode au choix) ; on trouve .
! 2 t'=-1
|y 2Yatye 1 . _ o
Vi = 2> 2 On vérifie que la 3° équation est satisfaite.
Z,+12 .
Z,= A; B=2 Conclusion :
\/1_7 Xy=1-2=-1
Le diamétre de S est égal a \/1—7 donc son rayon est égal a 5 Pour t=- 2, on obtient 1 y,, = 2><(_ 2) =_4.
2y =1-(-2)=3
On aurait aussi pu calculer 1A directement.
Xyr = 2><(—1) =-2
s ’ _ ) 1V , (VT 2 Pour t' =— 1, on obtient < y,, =3-2x(-1)=5.
a pour équation x* + y—E +(z-2) = e (1) 2, =1-1=0
7 OnendéduitqueM (-1;-4;3)et M'(-2;5;0).

1) = X2+y2—y+%+zz—4z+4=1?

& x2+y?+22—y—4z=0 (onordonne I’équation de S)



Autre facon de rédiger :

Xy + X
Buthe
I milieu de [MM'] < wq,

Zy+ 2y

1+t+2t'=-3 (1)
Sq2t+3-2t"=1 (2)
1-t+1+t'=3 (3)

1) et=-4-2t" (1)

Compte tenu de (1), (2) donne alors 3 +2(-4-2t')—2t' =1 soit t'=-1.
L’égalité (1') donne alors t = 2.

L’égalité (3) est vérifiée pourt=2et t'=-1.

Recherche d’un ensemble de points

X +y +2°—6y+4z-1=0
L’ensemble S est la sphére de centre Q(0 ; 3 ; - 2) et de rayon NS

Solution détaillée :

A(1;2;-1) B(2;1;0).

S ={MeE /2mMA’ - VB =8}

On va chercher une équation de S pour déterminer sa nature.

Soit M un point quelconque de E de coordonnées (x Y z).

On commence par calculer & part 2MA? —MB? en fonction de x, y, .

MA? = (x—l)2 +(y —2)2 +(z +1)2 (on note que MA? = AM? plus commode pour les calculs)

=x*-2x+y* -4y +7°+22+6

T=(x=2) 4 (y-1) 2

=x*—4x+y*-2y+7°+5

2MA? —MB? = 2(x* = 2x+ Y’ —4y+2° +22+6) (X’ —4x+y* —2y+ 2" +5)
=xX"+y*+7°-6y+4z+7

MeS < 2MA?’-MB*=8
o X+y +2°—6y+42+7=8
& XC+y2+22-6y+4z-1=0"
& (x=0) +(y-3) +(z+2)" -9-4-1=0
@(x—0)2+(y—3)2+(z+2)2=14

On en déduit que S est la sphére de centre Q(0; 3; - 2) et de rayon /14 .

“ On tombe sur une équation du type « équation de sphére ».
Pour reconnaitre si I’ensemble est bien une équation de sphere, on doit la mettre sous forme canonique.

Ancienne version :

MA? = (1-x)* +(2-y)* +(-1-2)°
=x?—2Xx+y*—4y+7°+22+6

P=(2-x) +(1-y) +(0-2)

=x*—4x+Yy*-2y+7°+5

MeS < 2MA?-MB?=8
© 2(X*—2x+y* 4y +2° +22+6)—(X* —4x+y* —2y+2°+5)=8
& X +y +22-6y+4z-1=0"
& (x=0) +(y-3)"+(z+2)"-9-4-1=0
@(x—0)2+(y—3)2+(z+2)2=14

On en déduit que S est la sphére de centre Q(0; 3; - 2) et de rayon /14 .

“ On tombe sur une équation du type « équation de sphére ».
Pour reconnaftre si I’ensemble est bien une équation de sphere, on doit la mettre sous forme canonique.

A(0;4;0)

Déterminons une équation du plan médiateur P du segment [OA].

_—
.
[ —




I I 3° méthode : plus maladroit ici

Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées(x Y z).

L e e e - e e e e = = = = = - A
1% méthode : méthode la plus simple, la plus élégante MeP < MO? = MAZ
Par définition, P est le plan passant par le milieu | de [OA] et orthogonal a la droite (OA). &
1(0;2;0)

Ae (Oy) donc la droite (OA) est confondue avec I’axe (Oy).

r o0

Donc P L (Oy) donc comme le repere est orthonormé, on en déduit que P // (xOz).
Par conséquent, P admet une équation cartésienne de la forme y=a.
Comme | € P, P admet donc pour équation cartésienne y=2. E, i x—2y+32-530
2° méthode : plus maladroite ici . | n | .

L’ensemble E, est un demi-espace fermé ayant pour frontiere le plan d’équation x -2y +3z-5=0.
On note | le milieu de [OA].

e Déterminons si le point A(1 ; 1; 1) appartienta E, .
Calculons les coordonnées de I.

1-2x1+3x1-5=-3; -3<0 donc A¢E,.

X =0
]y = 4 9 e Déterminons si le point B(0 ; -4 ; 1) appartienta E, .
===
2
z,=0 0-2x(—4)+3x1-5=6 ; 60 donc BeE,.
Calculons les coordonnées de OA. e Déterminons si le point C(2 ; 2 ; - 3) appartient a E,.
2-2x2+3%(-3)-5=-16; -16<0 donc C¢E,.
OA |4
e Déterminons si le point D(- 3 ; 0 ; 2) appartient a E,.
Soit M un point quelconque de I’espace de coordonnées (x ;v ; z). —-3-2x0+3x2-5=-2; -2<0donc D¢E,.

MeP < IM.OA=0 Autre facon de rédiger pour le point A :

& 0x(x=0)+4x(y-2)+0x(2-0)=0 Ona: X, —2y, +32, -5=1-2x1+3x1-5=-3

& 4x(y-2)=0
& y-2=0 Donc x, —2y, +3z, -5<0.
& y=2

Par suite, A & E;.



On peut utiliser la méthode des multiplicateurs ou la méthode matricielle ou méme appliquer directement les
formules de Cramer.
x(-1)

P:2x-y-z+6=0 2X+y=t+2
A(-2:4;2) X+3y=—"7t+11 x2

x3

x(=1)

On multiplie d’abord (1) par 3 et (2) par — 1 puis on additionne membre a membre les deux équations.

Le plan P partage I’espace en deux demi-espaces ouverts caractérisés par les inéquations 2x-y—-z+6>0 et

2x-y-z+6<0. - . . o R P
X—y-z+b< On multiplie ensuite (1') par — 1 et (2') par 2 puis on additionne membre & membre les deux équations.

P (1) - 5x =10t -5
(29 5y =—15t+20
l {x:Zt—l
54
y=-3t+4

On ne peut préciser davantage la position des deux demi-espaces par rapport aux axes du repere.
Ona: 2x, —y,—2,+6=2x(-2)-4-2+6=-14.

x=2t-1
2%, — Y —2, +6 <0 donc |le demi-espace ouvert E; est défini par I'inéquation 2x—y—z+6<0. Un systeme d’équations parameétriques de A s’écrit 1y =—3t+4 (teR).
z=t
E, est le demi-espace défini par I'inéquation 2x—y—-z+6<0.
2x+y-2z-2=0

On peut effectuer la résolution du systeme { directement a I’aide de la calculatrice.

X+3y+7z-11=0
Le résultat est en accord avec celui obtenu avec notre résolution.
P:2x+y-2-2=0

o 3 0 A partir d’un systéme d’équations paramétriques de A, on peut trouver un repére de A.
DX+3y+7z-11=

Le vecteur 6(2 ;1;—1) est un vecteur normal & P. . ] . . . (1)
Variante pour la résolution matricielle du systeme :

(2)

Le vecteur \7(1; 3; 7) est un vecteur normal a Q.

o R X t+2
Les vecteurs U et v ne sont pas colinéaires donc les plans P et Q sont sécants selon une droite A. On écrit le systéme sous la forme (1 3}[),} - [_ 7t +11J :
Pour déterminer un systéme d’équations paramétriques de A, on considére le systéme 2x+y-2-2=0 ) Une autre méthode consiste a prendre x comme parametre c’est-a-dire a poser x =t. On obtient alors
X+3y+7z-11=0
Xx=t
. L [2x+y=2+2 -
Ce systeme est équivalent a y . y= E
X+3y=-7z+11 2
t+1
z1=—+-
2

Onpose z=t (teR).
y possible également.

Les équations (1) et (2) donnent alors les équations 2x+y=t+2 (1) et x+3y=-7t+11 (2).

1)

On résout alors le systéme linéaire {( de deux équations a deux inconnues avec le parametre t.

Le déterminant est non nul donc le systtme admet un unique couple solution.



Astuce avec la calculatrice Numworks :

. . N 2X+y-2-2=0 .

Pour effectuer la résolution du systeme , on peut remplacer z par p et demander &
X+3y+3z-11=0
. . . 2x+y-n—-2=0
La calculatrice de résoudre le systeme yon !
X+3y+3n-11=0
. . . 2-t-1
On obtient I’affichage suivant : !
—3-n+4
. [x=2rn-1
Il correspond & .
y=-3n+4

I n’y a plus qu’a remplacer z par .
On retrouve le systeme d’équations paramétriques de A obtenu par le calcul.

Dans chaque cas, dire si les plans P et Q sont perpendiculaires.

1% méthode : On utilise la propriété suivante [condition nécessaire et suffisante pour que deux plans soient

perpendiculaires]
P:ax+by+cz+d=0 ((a;b;c)=(0;0;0))

P':a'x+b'y+c'z+d'=0 ((a';b';c")#(0;0;0))

PLlP'< aa'+bhb'+cc'=0

P:Xx+y+z-1=0etQ: -x+z+1=0
UeV=1x(-1)+1x0+1x1=-1+1=0 donc les plans P et Q sont perpendiculaires.

P:x+2y+3z-4=0etQ: x-y+z-2=0
Uev=1x1+ 2><(—1) +3x1=2 donc les plans P et Q ne sont pas perpendiculaires.

P:x+2y+3z-4=0etQ: -3y+2z-4=0
ﬁ-\7:1><O+2><(—3)+3x2:—6+6:0 donc les plans P et Q sont perpendiculaires.

P:2x-z+1=0etQ: x—-y+z-3=0
Uev= 2x1+0x(—1)+(—1)><1:1 donc les plans P et Q ne sont pas perpendiculaires.

P:—-2x+y+z+2=0¢etQ: x+y+2z+1=0
UeV=(-2)x1+1x1+1x1=-2+1+1=0 donc les plans P et Q sont perpendiculaires.

2° méthode : On utilise des vecteurs normaux de chacun des plans.

P:Xx+y+z-1=0etQ: -x+z+1=0

Le vecteur u (1;1;1) est un vecteur normal a P.

Le vecteur \7(—1; 0; 1) est un vecteur normal a Q.

UeV=1x(-1)+1x0+1x1=-1+1=0

Les vecteurs U et v sont orthogonaux donc les plans P et Q sont perpendiculaires.

P:Xx+2y+3z-4=0etQ: x—-y+z-2=0

Le vecteur u (1; 2 ;3) est un vecteur normal a P.

Le vecteur \7(1; —1;1) est un vecteur normal a Q.
Uev =l><l+2><(—l)+3><l= 2
Les vecteurs U et v ne sont pas orthogonaux donc les plans P et Q ne sont pas perpendiculaires.

P:x+2y+3z-4=0etQ: -3y+2z-4=0

Le vecteur u (1; 2 ;3) est un vecteur normal a P.

Le vecteur v (0;-3;2) estun vecteur normal a Q.
Uev=1x0+2x(~3)+3x2=-6+6=0

Les vecteurs U et v sont orthogonaux donc les plans P et Q sont perpendiculaires.
P:2x-z+1=0etQ: x—-y+z-3=0

Le vecteur u (2 ;0; —1) est un vecteur normal a P.

Le vecteur \7(1; —1;1) est un vecteur normal a Q.

Uev=2x1+0x(-1)+(-1)x1=1

Les vecteurs U et v ne sont pas orthogonaux donc les plans P et Q ne sont pas perpendiculaires.
P:—-2x+y+z+2=0etQ: x+y+2z+1=0

Le vecteur u (— 2 ;1;1) est un vecteur normal a P.

Le vecteur \7(1;1;1) est un vecteur normal a Q.

UeV=(-2)xl+1x1+1x1=—2+1+1=0

Les vecteurs U et v sont orthogonaux donc les plans P et Q sont perpendiculaires.



Reégle de dédoublement des termes

3 5 0
Al2 B|0O Ci3
=1 1 =2

Vérifier que les points A, B, C ne sont pas alignés et déterminer les coordonnées d’un vecteur normal U au plan

(ABC).
2 -3

AB|-2 AC|1
2 -1

On observe qu’il n’existe pas de réel A tel que AC = AAB.
Les vecteurs AB et AC ne sont donc pas colinéaires et pas conséquent, les points A, B, C ne sont pas alignés.

Pour déterminer les coordonnées d’un vecteur normal au plan (ABC), on utilise la propriété suivante du cours.

On considere deux vecteurs G(x;y; z) et \7(x'; y';z').

Le vecteur w de coordonnées (yz'-zy', zx'=xz', xy'- yx') est orthogonal aux vecteurs U et v.

0
Le vecteur U | —4 est un vecteur normal & (ABC).
—4
0
En divisant les coordonnées par — 4, on peut aussi dire que le vecteur v |1 est un vecteur normal a (ABC).
1

En effet, tout vecteur non nul colinéaire a u est aussi un vecteur normal a (ABC).

On peut Vérifier directement par, calculs de produits scalaires, que ces deux vecteurs sont orthogonaux a AB et
AC.

équation du plan tangent a une sphére

Régle de dédoublement des termes

« On donne une sphére X et un point T. Aprés avoir Vérifié que T appartient & la sphére X, »

Réponse : 3 x—7y+2z+100=0

gycham.vd.ch La sphére téléchargé le 30-3-2022
S:xX*+y*+2°—2x-10y+62-27=0
A(-2;12;-5)

J’avais noté D 20 mars au L 21 mars 2022



