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|. Généralités

1°) Définition

On appelldonction polynéme du second degréne fonctiorf vérifiant les deux conditions :

C 9 =R

C, : il existe trois réels, b, caveca=0 tels quevxe R f(x)=ax + bx+ c.

2°) Vocabulaire

o L’expressionax’ + bx+ cest appelégolyndme ou trindme du second degré en
e Les réels, b, ¢ sont appelésoefficients du polynéme (c : coefficient constany.
e x est lavariable du polyndme.

3°) Exemples

o f(x)=3X-5x+1
Coefficients :a=3; b=-5;c=1

o f(x)=4x-9x
Coefficients :a=4 ; b=-9 ;

polyndmes incomplets
o f(x)=4X-1

Coefficients :a=4 ;; c=-1.

o f(x)=(x+3)(x-1)
f(x)=x+2x-3
Coefficients :a=1; b=2 ; c=-3

4°) N.B.

Dans la définition, on doit avoi&= 0 maisb ouc peuvent étre égaux a 0.
Dans ce cas, on dira quegelynéme est incomplet

5°) Contre-exemples

. f(x)=3x2+5x+% g, =R

(c n’est pas constant)

o f(X)=X+4| x|+7 2, =R (pas de valeur absolue)

A partir du moment ou il y a des inverses, deswal@absolues ou des racines, la fonction n’esppbmome.

Il. Forme canonique d’'une fonction polynéme du secwd degré

1°) Démonstration (R.O.C) : passage Fb—» FC
f(x)=axX + bx+ ¢(a=0)

vxeR f(x)= a( X +9 x+£] 1% gtape: mettre a en facteur
a a

on travaille sur ce polyndéme

b
a_b bY_ b
2 2a 2a 488
(Lo b P) B ¢
f(x)=al| X+— x+— |-
(9 _[ a 4a2j 48 a}
b)Y B ¢ .
=a (x+—j ——t = 2° étape: faire apparaitre le carré d’'une somme
2a 4a° a
—a_ x+£ 2—L2+ Aax ¢ 3° étape: réduire
- 2a) 4a®> 4daxa '
ol [xs D) [ _aac
2a 488 4

2°) Définition du discriminant

On appellediscriminant du polynédmeax? + bx+ ¢ (a# 0) le nombreA = b? - 4ac .

3°) Regle (forme canonique)

f (X)=axX + bx+ ¢ (a=0)

2
vxeR f(x):a[x+£) _A
2a 4a

Forme canonique :écriture dans laquelle la variable n'apparait ge'fois.

La formule n’est pas a retenir.

Pour mettre un trinbme du second degré avec desrgahumériques, on refait la technique « artiganal

étudiée dans le chapitre précédent.



11l. Racine d'un polyndme du second degré

1°) Définition

Les solutions de I'équatioax’ + bx+ c=0 (a=0) sont appelées
- lesracinesde I'équation

- lesracines du polynémeax? + bx+ ¢

2°) Vocabulaire
Polynéme

Racine )
Equation

Solution ———»  Equation (uniquement)
3°) Exemples
Exemple 1:

f(x)=x+3x-4

f(1)=1+3x1- 4
=0

Donc 1 est une racine (« évidente ») du polyndinfe).
(— 4 aussi)

Exemple 2 :

f(x)=x-9

Cherchons les racines de ce polynéme.
On résout 'équation —9= 0.

x=3 0oux=-3

Les racines de ce polynéme sont 3 et — 3.

Exemple 3 :
f(x)= X —4x

Cherchons les racines de ce polyndme.

On résout I'équation —4x= 0.

Cette équation est successivement équivalente a :
X(x-4)=0

x=0o0ux—-4=0

x=0oux=4

Les racines de ce polynéme sont O et 4.

IV. Equations du second degré

1°) Méthode de résolution (admise sans démonstratip

f (x)=axd+ bx+ c(a=0)

On cherche les racines dg(x) dansR.

On doit résoudre darf I'équation f (x)=0.

- On s'intéresse a I'équatioh (x) =0 c’est—é—dire .

Ce qui nous intéresse est de résoudre cette énqsiatims le cas général (exemp8x? + 2x— 5= 0).

2 2
L'équation f (x) =0 est équivalente a x+£ —Az =0 saoit| [x+£j —Az =0|cara=0 par
2a 4a 2a 4a

hypothese.

On discute suivant le signe de

1% cas:[A>0)

(x+%j2 —[ﬁ}z =0

Identité remarquable

( b \/ZJ( b \/ZJ_
X+—+— || X+———— =0

2a 2a 2a 2a

(x+ b+\/Xj[X+ b—JZ]:O (équation « produit nul »)

2a 2a

b++/A =0 ou x+b_\/Z =
2a 2a

b+vA b-vA
a

X+ 0

X= > ou X=— > (se souvenir que les barres de fractions écqpnval des parenthéses)
a

2 solutions réelles



1 solution réelle

Fcas:

b \? A
X+—| = —
%)~ at

guantité> 0 quantité< (
(I

impossible
pas de solution réelle

2°) Regle

ax’ + bx+ c=0 (a=0)

A=b’-4ac

p . . _— -b-vA - A

1% cas : L’équation admet 2 racines distinctes d&ns x, = b27\/— et x, = b+f
a a

2° cas {A=0] L'équation admet 1 racine double dahs x, = — 23
a

3°cas A < 0] L’équation n'a pas de racine dahs

3 autres formulations équivalentes dans le°2as (ce qui fait 4 formulations équivalentes) :

sifa<0]
;- l'équationax? + bx+ c=0 n'a pas de solution daffs

- le polynémeax’ + bx+ ¢ n’a pas de racine daifs

- pour toutx € R, ax® + bx+ ¢ est non nul.

5

Les formules donnant les expressions des racingsdqt assez compliquées) lorsque le discrimirant

strictement positif doivent étre sues par coeur.
On les appliquera directement sans refaire la détration.

Remarque sur le terme de « racine double » :

$
' LorsqueA =0, on parle de racine double méme s'il n'y en a ge'u
f En effet, si I'on applique les formules du cas- 0, en remplagant par 0, on obtient :

©_—b-JA _-b-J0o_ b ~b+JA -b+/0 b
;)(1:7: = etxzziziz——
; 2a 2a 2a 2a 2a 2a

> Les deux racines sont confondues= x,). On a la méme racine en double.
5 Ce qui expligue le nom de racine « double ».

<

Remarque sur le terme de « discriminant » :

~ On voit bien avec cette régle pourquoi on a donfideanom dediscriminant

2°) Exemples

o Résoudre dansR I'équation 3x2—5x+ 1= C (1).

Considérons le polynomex? — 5x+ 1.

Recensement des coefficients :
a=3;b=-5;c=1

Calcul du discriminant
A=Db*-4ac
=(-5)" —4x 3«1
=13

On aA >0 donc le polyndme admet 2 racines distinctes &ans

_—b-+JA _—b+A
2a 2a
5-/13 5+/13
e "6

Soit § I'ensemble des solutions de (1).

6 6

5 ={5—\/1—3 5+\/T3}




e Résoudre dandR I'équation x*-3x+4=0 (2). Autre méthode :

L’équation (3) est successivement équivalente a :
Considérons le polyndme? — 3x+ 4.

5(x2 —2x+ :I) =0
Recensement des coefficients : X2 —2x+1=0
a=1;b=-3;c=4 (x—1)2:0
Calcul du discriminant X:11= 0
A=9-16 X=

=-7 . . . y . .
¢ Nous avons vu une nouvelle technique de résoldtiguation (complétement nouvelle par rapport aux

On aA <0 donc le polyndme n'admet aucune racine dans ¢ techniques étudiées précédemment). Il s’agit dhéselution par « formules ». Cette technique nepliglue

¢ qu'aux équations du second degré.

Soit S, 'ensemble des solutions de (2). g

[5=2]

o Résoudre dansR I'équation 5x2—10x+ 5= 0 (3).

3°) Remarques (importantes)

e Le signe de\ permet de donner le nombre de racines réellesi (d'aom de « discriminant »).

e ax’+ bx+ c(a=0); A=b*-4ac.
Considérons le polynomex® —10x+ 5. Lorsquea etc sont de signe contraire, aloas< 0 d’ou — 4ac> 0 doncA > 0.

Dans ce cas, I'équation admet deux racines dissntansR.
Recensement des coefficients :
a=5;b=-10;c=5
e On n'utilise pas les formules avaquand on sait résoudre une équation du seconé degctement, en

Calcul du discriminant particulier dans le cas d’équations incomplétes.
A =100-10C Exemples :
=0
X2 —2x+1=0 (1) x*-1=0 (2) x*-6x=0 (3)
On aA =0 donc le polynéme admet une racine double dans (x—1)2 -0 (x-)(x+=0 X(x-6)=0
x—-1=0 x-1=0o0ux=-1 x=0 ou x=6
b x=1 ={_1: ={0;6
X, = — 2 S ={-1;1 $;=1{0;6}
2a S= {1}
__-10
10 Les formules aved donneraient bien sir les mémes résultats magsaltamaladroit de les utiliser.
=1

e Quand on obtient =0, c’est qu’on est passé a coté d'une identité rquale.
Soit S, I'ensemble des solutions de (3).

4°) Utilisation d’outils de calculs

S ={1}
e Sur calculatrice, utilisation d'un programme @bpendice) ou du solveur d’équations (calculafficg3
Premium CE, calculatrices Casio, calculatricesafgislu calcul formel).
Attention, dans le cas d’un programme sur caldakttes solutions peuvent étre données sous fdame
valeurs approchées et non en valeurs exactes.
Les calculatrices possédant un « bon » solveund#ens donnent les solutions en valeurs exadtegla de
radicaux.



e Sur logiciel de calcul formel, on rentre I'équati@n doit se mettre préalablement en mode complexe

Le logiciel fournit les valeurs exactes des sohgia I'aide de radicaux.
A noter que les logiciels de calcul formel peuveisoudre des équations du second degré a coefficien
complexes.

Le 13-10-2015

Certaines calculatrices « simples » (calculatri€asio et calculatrice TI 83 CE Premium) peuvenbuése les
équations du second degré en donnant les solg@mrssforme exacte c’est-a-dire donnent les solsiolaide
de racines.

Sinon, utiliser le programme donnant les racinegadeurs approchées.

Version initiale du 13-10-2015

Certaines calculatrices (calculatrices Casio etutafrice TI 83 CE Premium) peuvent résoudre lemégns
du second degré en donnant les racines sous fowéeec’ est-a-dire donnent les solutions a l'aideatines.
Sinon, utiliser le programme donnant les racineapmrochée.

V. Discriminant réduit

1°) Définition
ad+bx+ c=0 (az0)

On suppose ques’écrit « facilement » (voir encadré ci-dessousjssla formeb=2b' ou b' est un réel.
~

e C’est le cas db est un entier pair (exemple : pdue 6, on peut écrirdd=2x 3 ; on prendb'= 3). S

0

Sib est un entier impair, on n'appliquera pas la mé¢hexposée dans ce paragraphe, méme si théoriguenen

ce serait possible (mais cela n’aurait pas d'intévépoint de vue calculs). :
e Il y a d'autres cas (exemple : pooi= 23, on peut écrirdo = 2x~/3 ; on prendb':\/:—%). ¢

L'équation s’écrit alorsax? + 2b' x+ c=0 (a=0).

A=b*-4ac
= (2b')2 - 4ac
=4(b’)’* - 4ac
=4(b”-ac)

On poseA’ = (b')’ —ac| (discriminant réduit) .

OnaA=4A".

11

2°) Différents cas possibles
1 cas: équivalent

L’équation admet 2 racines distinctes d&ns

—b-JA ~b+/A
X =—"F %=
2a 2a
—2b'—+/4A' —2b'++/4A'
2a 2a
— 20— 2/A" — 20"+ 2JA"
2a 2a
2(— b'—\/E) 2(— b+/A")
a 2a a 2a
- b'—/A" - b+ A"
a a

2°cas: équivalent

L'équation admet 1 racine double ddhs

__b
%= %
2b'
~ 2a
b
_a

3 cas: équivalent

L'équation n'admet aucune racine ddhs

3°) Regle

axd + bx+ c=0 (a=0)

b'=>
2

1¢ cas A" > 0] L’équation admet 2 racines distinctes dBrsx, = — b A"
a

2°cas : L’équation admet 1 racine double déhs x, = — b’

a

3*cas : L’équation n’a pas de racine ddRs

etx, =

—b'+/A"
.

12



4°) Utilisations
o X2+7x—6=0

a=1
b=7 b':% On n'utilise pasA'.
c=-6

e X2+6x-7=0
a=1
b=6 b'=3 On utiliseA".

c=-7

o x2+2/3x+4=0

a=1
b=2/3} b'=+/3 On utiliseA".
c=4

(N.B. : Si on utiliseA, on obtient les mémes solutions apres simplificagar 2 qu'avea' !)

VI. Somme et produit des racines

1°) Regle

f(x)=ad+ bx+ c(a=0)
On suppose qua >0.

Le polyndme f (x) admet deux racineg et x, distinctes ou confondues daRs

On peut étre frappées par la simplicité de cesdt#sen regard des formules des racines qui, sihes,

assez compliquées.

2°) Démonstration (ROC)

JA —b+\/Z.

On pose :xlz% et =—
a a

On travaille en littéral :

X+%
Quand utilise-t-on le discriminant réduit ? Y
calcul littéral
b
On calculti .
Si on trouve un trouve un nombre simple (il ne faag que ce soit une fraction par exemple), oisatié
discriminant réduit. Ona:
(Mais si on utilise le discriminant « normal », tbauve heureusement les mémes solutions.)
_ N o —b-vA  —b+y/A
Sinon, on utilise le discriminant « normal ». Xt Xog=—P——+———
2a 2a
L s -2b
Les formules avec le discriminant réduit permettingagner du temps. =2
¢ On doit toujours privilégier le discriminant rédlotsque le coefficierth est un nombre pair (exemplé = 4) —_ b
$ a

¢ ou s’écrit commodément comme produit de 2 par eh(ekemple b= ZJ:—B).
)’ Les formules donnent les solutions sous une foréjee Simplifiée.

5°) Remarques sur le discriminant réduit

On reprend les notations du chapitre.

2
e On peut noter que le discriminant réduit est dquerda formuleA'= (g] —ac.

e On sait queA =4A". Pour calculerA', il n’est cependant pas utile de calculeOn calcule directement'.

13

X%

——

calcul littéral

_-b-JZX-b+JZ

e 2a 2a

14



3°) Application aux racines évidentes

e |dée fondamentale :

Si on connait une racine d’'un polynéme du secomgéjen peut trouver I'autre par le produit oudasne.

e Définition :

On appelle racine « évidente » d’un polyndme (dél@ ou de degré quelcongue) une racine queruver
« de téte ».

Il s’agit souvent des nombres 1, — 1, 2 ou — 2.

On peut remarquer que I'on ne parle pas de 0 coragiee évidente. En effet, on voit tout de suite qest
racine évidente d’un polynéme au fait qu'il estttaisable pax.

e Exemple :

Résoudre dari& I'équation x? + 3x— 4= 0 sans calculeA.

On remarque que 1 est une racine de I'équationifcaBx 1- 4= ().
L’équation admet donc une autre racindansR (distincte ou confondue).

Ona :1xa:T4 (produit des racine§ aveca=1 etc=-4).
a

Ce qui donne immédiatemeat=— 4.
SoitSI'ensemble des solutions de I'équation.

S={1;-4

Remarque : On pourrait aussi utiliser la formule sur la sommais on ne le fait pas en pratique).
On retiendra la rédaction-type :

« Les racines du polyndme +3x— 4 sont 1 (racine évidente) et — 4 (obtenue par praduobtenue par
calcul) ».
On n’écrit pas le calcul qui permet de trouver — 4.

e Point-méthode :

On trouve les racines évidentes en remplacantiinae par I'un des nombres — 2, — 1, 1, 2 (calarita f
rapide). g

L'une des deux racines évidente se trouve de téte.
L'autre racine se trouve par un calcul (mini-calcul

15

¢ lautre racine=

Exemple 1 :Déterminons les racines du polyndme+ x—2.

—>X1:l

o= So_2
X X% a 1
Ixx,=—2

X, =—2

Exemple 2 :Déterminons les racines du polyndme + x—14.

On teste des valeurs particulieresxd€’est une technique nouvelle].
On remplacepar 1;2;—1 ;-2 (on teste jusqu’a tomberGur

On trouve premiére racine 2 cax 22+ 2— 14= C.

X X X = ¢ (on résout I'équation) a fait une équation »
a

¢ On retiendra également la formy(eacine évidentp<( l'autre raci}reE (donc
‘ a

c
axracine évident’

).

o c :
(racine évidentpxx, == (doncl'autre racine=
a ax X,

On a auss{racine évidente+( l'autre raci)re—g mais on n'utilise pas cette €galité en pratique.
a

16



e Point-méthode sur les équations du second degré :

e équation incompléetes pas de\

e équation complete
— on regarde s'il ne s’agit pas d'une identité regmable
— on regarde s'il n'y a pas une racine évidente

— sinonA

4°) Retour sur une regle

ax’+bx+ c=0 (a=0 etc=0)

Lorsquea etc sont de signe contraire, I'équation admet deuescdistinctes darig (car A > 0).

On peut dire que ces deux racines sont de sigmésages car leur produit est égaf‘adonc est strictement
a

négatif.

Nous verrons également que le produit et la someseaatines permettent d’en déduire des informasanse
signe de ces racines.

A quoi sert la somme et le produit des racines ?

- trouver le signe des racines (point a détailler)

- pour trouver I'autre racine quand on connait déi@ racine (notamment dans les racines évidentes)
- calculer des expressions symeétriques en lesaagimir exercices)

Mais ne sert pas a trouver les racines.

VII. Factorisation d’un polynéme du second degré

1°) Etude des différents cas possibles

f(x)=axX+bx ¢ (a=0)
A=b’-4ac

On cherche a factorisefr(x) . On va partir de la forme canonique qui a étérdéteée auparavant.

b)Y A .
VxeR f(x)=a|| x+— | —— | (Forme canonique
cx 1(9-a(w ] 2| aue)

On va chercher a factoriser a partir de la formoaue.

17

1" cas: [A> 0]

vxeR f(x)= a{( X+%)2 —422}

identtgmarquable
f(x)= a{x+ b;f]( X+ b;f} (repasser en rouge la variable x qui appeetfie fois & deux endroits)
On a posé xlzﬂ et XZ:M donc—x, = b--/a et-x, = b—Va .
2a 2a 2a 2a

Dot | f (x) = a(x- x)(x )|

On a déterminé unf@rme factorisée dé (x) en facteurs du premier degré.

2°cas: [A=0
2
f(x)= a( x+£)

2a
Fcas:

. bY A
On reprend la forme canoni X)=a|| x+— | ——|.
P aue(x) K ZaJ 4a2}
: : b)Y A e bY —A
L'expression| x+—— | ———; peut aussi S’écrirex+—— | +—.
2a 4a 2a 4a

2

Comme_—Az> 0, 'expressio x+£ —Az est la somme d’un carré parfait et d’une quastitétement
43 2a 4a

positive. On ne peut donc pas la factoriser dans

Le polyndme f (x) ne peut s'écrire comme produit de facteurs du fmedegré dan®.

18



0

¢ Nous avons vu une nouvelle technique de factooisgtiomplétement nouvelle par rapport aux techréque
étudiées précédemment). |l s’agit d’'une factor@matu sens des polyndmes.
Il s’agit d’'une factorisation par « formules ». @al’a jamais été fait sauf lorsque I'on a appligeé identités
¢ remarquables pour factoriser des expressions.

2°) Régle
f(x)=ax + bx+ c(a#0)
2 racines distinctes daifs x et x,. une racine double daiis x, = __b | aucune racine daris
2a
f(x)=a(x- X— “(x— x)? Pas de factorisation en
( ) :( )i)( ) f (X) (x )b) facteurs du premier degré.

3°) Exemple

f(x)=3x"+2x-

Donner une factorisation d&(x) en facteurs du premier degré.
Recensement des coefficients :

a=3;b=2;c=-5

A=2"—4x3x(- 9
=64

On aA >0 donc I'équation admet 2 racines distinctes dans, et x,.

_—b+«/Z _—b—\/Z
2a % 2a
_—2+.64 X _—2-+/64
2x 3 2 2x 3
x =1 __5
% 3

N.-B. : On aurait aussi pu utiliser les racineslénites (1 est racine évidente du polyndme).

F (%) =3(x=%) (% %)

f (x) = 3(x— l)( x+§] (une forme factorisée en facteurs du premigréje

19

On a un produit de 3 facteurs.
On peut associer 2 facteurs ensemble.
Ensuite seulement, on fait une distributivité.

» Le 3 peut étre groupé (associé) da2teur.

On obtient alors |:f (x) =(3x- 3)( x+§] (une autre forme factorisée en facteurs du predegré).

» Le 3 peut étre groupé (associé) avec (dfa&eur.

On obtient anrs‘:f (x)=(3x+5)(x- J)‘ (une autre forme factorisée en facteurs du j@redegre).
On peut dire que cette derniere forme est la «lewgé » car elle ne fait plus intervenir de fractio

VIII. Signe d’'un polyndme du second degré

1°) Différents cas possibles

f(x)=axX + bx+ ¢ (a=0)
On veut étudier le signe de(x) suivant les valeurs de

Méthode
__—* On va utiliser une forme factoris#efacteurs du premier degré lorsqug 0.
\ On va utiliser la forme canoniquestpueA < 0.

1% cas:

Le polyndme admet deux racines distincteet x, dansR.

(On suppose qug < x,).

vxeR f(x)=a(x- %)(x %)

a=0 x—=%=0 X=% =0
impossible X=X, X=X,
X —oo % X b
SGN dea SGN de SGN de SGN de
SGN delx- x, - 0 + +
SGN delx-x, - - 0 +
SGN de f (x) SGN da 0 SGN contraire ¢e 0 SGN de

20



a=0 A ,
i ible BRI
impossi ( zaj
x+£—0
2a
b
X=——
2a
b
X o b
2a
SGN dea SGN de SGN dea
b 2
SGN de(x+7j K ) :
2a
SGN de f (x) SGN de . —
3°cas:
2
vxeR f(x)=34 (x+£] _AZ
2a) _4a
—— VY
positiff ou nul positif strict
positif strict
X ’ Y .
SGN de f (x) ‘ SGN da

2°) Regle du signe du trinbme

/

f(x)=af+bx ¢ (a=0)

. \

-M e -A <0
2 racines distinctes daffs x, < X, une racine double dafis x, (aucune
racine dans
R)
X | —© X X, +o0 X | — 0 X9 + o0
*
SGN SGN SGN SGN SGN SGN 0 SGN
de f(x) dea O coc;gralre 0 de de f(x) |dea da

On dit que le polyn6me est toujours du signe dauf
pourx entre les racines.

*

X ‘—oo 40

SGN de f (x) ’ SGN da

¢ Retenir :

>
¢ e QuandA >0, on a 3 signes.

e QuandA =0, on a 2 signes.

S
S
S
S
S

. e QuandA <0, on a1 signe.

3°) Exemples de résolution d’'inéquations du secordegré

¢ Résoudre dansR l'inéquation x*>+4x—-5>0 (1).

Considérons le polyndme? + 4x— 5.

Les racines de ce polyndme sont 1 (racines évideate- 5 (obtenue par produit).

Comme il y a deux racines, on peut dire que leriiseant du polyndme est strictement positif.
On peut aussi dire que le coefficient xfeet le coefficient constant sont de signes corsair

D’apreés la regle du signe d’un polyndme du secagtél on peut dresser le tableau de signes suivant.

X — 0 -

5 1 + 0

SGN dex?+4x-5 ‘ +

0 - 0 +
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Soit § I'ensemble des solutions de (1).

[T 8UfL ]

« Résoudre dan<R linéquation — 2x%+x—-1> 0 (2).

Considérons le polyndme 2x2 + x—1.

Recensement des coefficients :
a=-2;b=1,c=-1

Calcul du discriminant
A=b*-4ac

:12—4><(— 2x(-1

=-7

On a :A <0 donc le polyndme est du signeale’est-a-dire strictement négatif.

Soit S, I'ensemble des solutions de (2).

4°) Cas particuliers (pour gagner du temps)

o N.-B. : résolution d’inéquations du second degedimpletes
Ne pas utiliser de discriminant.

* SGN dex*-9

3 et — 3 sont racines évidentes.
Donc A >0.

X ‘—oo -3 3

SGNdel x*-9 ‘ + 0 - 0

!

+

« SGN dexii (x#1)

SGN deX 2~ sGN de[(x+ 5)(x- 1)]

(x+5)(x-) =X +4x 5
(x+5)(x—1) estun polyndme du second degré.

—5 et 1 sont racines évidentes.
Donc A >0.

23

X ’—oo -5 1 +00

SGN deX*> ‘ + 0 - H N
x-1

5°) Point-méthode

Pour déterminer le signe d'un polynéme du secomggédésous forme d’un tableau), on commence par
s’interroger sur I'existence et la déterminatios dacines éventuelles.

Rappel de définition : Les racines d'un polyndmetdes valeurs qui annulent ce polyndme.

Dans le cas ou on a des racines apparentes, olutionmédiatement que le discriminant est positifan
utilise la regle du signe.

Dans le cas ou on n'a pas de racine apparenteletpmlyndme est incomplet, on commence par caldele
discriminant puis, suivant son signe, on déterrtesaacines et on applique la régle du signe.

Dans le cas particulier d’'un polynéme du seconddéleg la formeax® + ¢ aveca etc de méme signe, on
trouve le signe immédiatement : c’est le signe daelle que soit la valeur de

Dans le cas particulier d’'une identité remarquataen’oublie pas de factoriser. Le signe se déditectement.

IX. Equations et inéquations bicarrées

1°) Exemple 1

Résoudre dandR 'équation x‘+4x°-5=0 (1).
& TR 79

polyndme bicarré @degré mais incomplet enet enx®)
Il y a deux parties dans la résolution.
1% partie :
On poseX = X2 (changement d’inconnue).
On peut étre surpris par cette notion de changedigebnnue.
Il faut savoir qu’'« on a le droit » d’'effectuer tei changement d’'inconnue.
La technique permet ici de se ramener a une équdticecond degré. S

L'équation (1) s'écrit X>*+4X-5=0 (1) (c’estI'équation « résolvante » d'inconne
Considérons le polyndmi? +4X —5 (du second degré 9.

1 est racine évidente donc le polyndme admet utre eacinex dansR (distincte ou confondue).
On aoz><l=_T5 ce qui donnex = -5.

Les racines du polynéme soKi, =1 et X, =-5.
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. 4
On notera que I'on utilise des lettres majuscues’mconnue dg(1) est notée avec une majuscule. S

2° partie :
Oor X =x.

Donc I'équation(1) (équation de départ) est successivement équieadent

x*=1lou xX*=-5
[E—;
impossible dan&

x=1loux=-1
Donc 'ensemble des solutions (I§ (équation de départ) eSt= {1 = ]}

Résolution d'un polyndme de degré 4 avec la calcttace TI-83 Premium CE

e Taper sur latoucHe secoride puis appuyer sautde résd! .

e Chercher I'application PlySmit2 et la sélectionner

e Choisir la premiére rubrique nommée « racines glolgndéme »

e Sélectionner le degré 4

e Puis appuyer sur la touche « graph »

e Rentrer les valeurs de a4, a3, a2, al, a0 (caeftxdu polynd6me)
e Appuyer de nouveau sur « graph »

e Les résultats s'affichent pour chaque racine.

x*+4x*-5=0
X +4X =9

axX+axX+aX+ax 3g=0
On tape :

a,=-5

a=0

32:
8

a,

Il
= O N

La résolution de I'équation par la calculatrice detaffichage suivant :
x1= 2.23606797i/

X2=-2.23606797i7

x3=1

x4=-1

Cette année, on ne tient pas compte des deux pengelutions. Il s’agit de solutions non réellessgront
étudiées I'année prochaine lors de I'étude des mesntomplexes.
Le nombre i qui apparait est un nombre complexe ldocarré est égal a — 1.
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2°) Exemple 2

Résoudre dansR I'inéquation x*-10x*+9< 0 (2).
On raisonne de nouveau en deux parties.
1%®partie :

On poseX = X2.

L'inéquation(2) s'écrit X*-10X + 9< 0.
Considérons le polyndm¥? -10X + 9.

1 est racine évidente donc le polyndme admet utre gacinex dansR (distincte ou confondue).

oc><1:g
1

a=9

Les racines du polyndme soi =1 et X, =9.

X ‘—oo 1 9 +00

SGN deX?-10X+9 ’ + 0 - 0 +

Donc X €[1;9)].

2° partie :

Oor X =x.

Donc I’inéquation(z) (inéquation de départ) est équivalentedx® < 9.
Il'y a plusieurs méthode pour résoudre cette doulélguation :
1¥®*méthode :

On prend la racine carrée de chague membre.
Vi<V <9

1<| x\<3car\/i:1, Jo=3 eh/?:\ x|
—-3<x<-1oul<x<3 (on seréfere ala définition de la valeur absal’'un réel comme distance a 0)

2° méthode :

On effectue une résolution graphique au moyen depigsentation graphigue de la fonction « carré ».
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3° méthode :

1< x?
x> <9
{xz—1>0

x*-9<0

x?—1 est un polynéme du second degré dont les racomslset — 1.
x?—9 est un polyndme du second degré dont les racomds3set — 3.

X —0 -1 1 +o0
SGN dex?-1 + 0 - 0 +

X —0 -3 3 +o0
SGN dex?-9 + 0 - 0 +

L'ensemble des solutions de [§°inéquation est = |- oo ; —1]U[1;+ o[ .
L'ensemble des solutions de lai@équation esS, =[-3; 3.

Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation deatiéest :

s=[-3:-1u[1:9

Variante générale pour la totalité de la résolution
L'inéquation s'écritl( X —1)( X - 9) < 0 soit (X -1)( X-9)< 0.
Or X =x.

Donc I'inéquation de départ est équivalente( #°—1)(x* - 9) < 0.

27

X - -3 -1 1 3 00
SGN de x* -1 + + 0 - 0 + +
SGN de x*-9 + 0 - - -0 +
SGN de (x*~1)(x*-9) + 0 - 0 + 0 - 0+

On en déduit que I'ensemble des solutions de liiaéiqn eskS: [-3;-1U[1; E]‘ .

On peut vérifier aisément I'ensemble des solutifiaide de la calculatrice en tracant la représtant
graphique de la fonctioh: x — x* -10x*+ 9.

X. Complément sur somme et produit des racines : oberche de deux nombres connaissant la somme et
le produit

1°) Introduction

e Ecrire une équation du second degré dont leseasiont — 1 et 2.

— 1 et 2 sont les racines de I'équat{on+1)(x—2) = 0.
Il s'agit d'une équation « produit nul » dont ledwgions apparaissent immédiatement.
En développant le membre de gauche de I'équativnptient I'équation équivalente® — x—2= 0.

e On peut généraliser a plusieurs réels. Par exempéeéquation dont les solutions sont — 1, 2est3
(x+1)(x-2)(x-3=0C.

2°) Etude de la condition nécessaire
a etb sont deux réels.

aetb sont solutions de I'équation  (x—a)(x-b)=0
x> —ax— bx+ ab=0 (on développe)

La somme- ax— bx se réduit en- (a+ b) X (par factorisation).

On peut donc dire queeetb sont les solutions de I'équatiod —(a+b) x+ ib: 0.
ARG s

S
Conclusion :

a etb sont solutions de I'équatiok? — Sx+ P=0 d’inconnuex avecS= a+ het P = ab.

Autrement dita etb sont solutions de I'équatior” —(somme x+ produit= .
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4°) Etude de la condition suffisante

Si deux nombres sont solutions de I'équatidn Sx+ P=0,

. —S . . - .
alors leur somme est egaleaT: S (le 1 au dénominateur correspond au coefficient®jeet leur produit

est égal a?: P.

5°) Application

Bilan de I'étude des paragraphes 3°) et 4°) :

La détermination de deux nombres de sordennée et de produtdonné se ramene a la résolution de
I'équation x> — Sx+ P=0.

En pratique, on utilise directement la formule.

Exemples :

e Exemple 1:

Déterminer deux nombres dont la somme est égalet @dht le produit est égal a 12.

1%"® méthode :systéme (a éviter)

2° méthode :application de ce qui précéde (a privilégier)

Ces deux réels, s'ils existent, sont solutionsétguation X2 —7X +12= 0 (équation résolvante)
On se ramene ainsi a la résolution d'une équatiosedond degré.

Considérons le polyndmx? —7X +12.

a=1l;b=-7,c=12

Calcul du discriminant

A=b*-4ac
=49- 48
=1

On a:A >0 donc le polyndme admet 2 racines distinctes @&ans

—b-VA . _—bA
2a 2 2a
X, =4 X,=3

X, =

Les nombres cherchés sont 3 et 4.
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Vérification :
»44+3=7
4x3=12
e Exemple 2:
—_y=4
Résoudre le systém%X y .
Xxy=-1

On cherche a déterminer deux réels dont la diff&r@mtre le plus grand et le plus petit vaut £ @roduit vaut
-1.

x et — y sont les racines de I'équatiofi® —4X —1= 0.

On obtient les couple(s/§+ 2 ;\/?’:— 2) et(—x/§+ 2 ;—x/§— 2)

Version probleme concret :

Déterminer les dimensions d’un rectangle dontd'amut .... et le périmétre vaut....
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Schéma général important :

FD
méthode artisanal parrfarle, en utilisant les racineg et x,
ou par formule, §3) a(x-x)(x %)
FG— » FF

identité remarquatlé — v
£>0)
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L EXIQUE

Fonction polyndme du second degré
Fonction trindbme

Fonction f vérifiant les deux conditions :

C 9 =R

C, : il existe trois réelg, b, c aveca= 0 tels que
vxeR f(x)=axX+bx+ c

Polyné6me du second degré

Expression de la formax® + bx+ c¢(a=0)
(x : la variable du polyndme)

Coefficients

a,b,c(N.B.:a=0)
¢ : coefficient constant

Polynéme du second degré incomplet

b=0ouc=0

Racine d’un polyndme ax? +bx+c

Valeur dex qui annule le polyndme ou solution de
I'équationax® + bx+ c=0

Racine évidente

Racine que I'on trouve facilement ou que I'on treu
par calcul mental (souvent O, 1,2,—-1, - 2)

Forme canonique

a(x-a)"+p

Discriminant

A=b*-4ac
Sert a déterminer le nombre de racines du polynor
suivant son signe et a donner leurs expressions.

Discriminant réduit
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