La récurrence forte

Principe :

Le principe est le méme que pour la récurrencermale ». La seule difference est que I'on supptmmFb(k)

est vraie pour tous les entidersompris entre 0 et au sens large, alors que pour la récurrence nermoal
considere seulement un entier natlr@dt pas tous les entiers naturetsompris entre 0 at).

Structure :

Pourne N, on définit une phras®(n) qui dépend de.

Vérifions queP(0) est vraie.
On fait le calcul.
Donc P(0) est vraie.

On suppose qué’(k) est vraie pour tous les entiérsompris entre O et au sens large.

Démontrons qu’alorsP(n+1) est vraie.
On fait les calculs.

On a démontré quP(0) est vraie et que (k) est vraie pour tous les entidrsompris entre 0 et, alors
P(n+1) est également vraie.
On en déduit qué®(n) est vraie pour tout entier naturel

Intérét :

Nous verrons I'intérét d'une récurrence forte di@ssexercices.
Par exemple, dans I’exerci@ , il est impossible de faire une récurrence simple



Exercices sur la récurrence forte

Soit (u,) la suite définie sul par son premier terma =1 et la relation de récurrence

1
U, =—o0

2 2 2 .
n+l n+1(u° +U +...+ U, ) pour tout entier naturel

Tous les termes de cette suite sont-ils des emt&ttgels ?

Solution :

Calcul des premiers termes, u,, ...

1
u =
0+1

><u02=—ix1=1

u, :%x(12+12): 1

u,=1...

Conjecture : Tous les termes de la suite sont égduget donc tous les termes de la suite sontiokiey's).

On effectue uneccurrence forte.

Pourne N, on définit la phrasé€(n) : «u, =1 ».
e Vérifions queP(0) est vraie.

u,=1

Donc P(0) est vraie

e Soitn un entier naturel fixé.
On suppose qué’(k) est vraie pour tous les enti&esompris entre 0 et au sens large.
Démontrons qu'alors®(n+1) est vraie c'est-a-dire,,, =1.



On a démontré quP(0) est vraie et que (k) est vraie pour tous les entiers natuket®mpris entre O et,
alors P(n+1) est également vraie.

On en déduit qué’(n) est vraie pour tout entier naturel
Donc u, =1 quel que soine N.

n
Soit (u,) la suite définie sul par son premier terme =1 et la relation de récurreneg, , = E u, pour

k=0
tout entier natureh.

Exprimer le terme général en fonctionrde

Solution :

Calcul des premiers termes, u,, ...

u =1 )
u,=2
u, =4 >
On conjecture que=2"" pour tout entier natured > 1.
u,=8
y,
U, =16

Démontrons quezne N u, =2"".

Pourne N', on définit la phras®(n) : «u, =2"" ».



e Vérifions queP(1) est vraie.
D’une part,u,=u, =1.
D’autre part,2"*=2°=1.

On a bienu, = 2* et par conséquent, la phraBél) est vraie.

e Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 1 fixé.
On suppose qué’(k) est vraie pour tous les entiérsompris entre 1 et au sens large.

Démontrons qu'alors(n+1) est vraie c'est-a-dire,,, = 2".

=1+2+ 2"+ .4 2

2"-1
2-1

=1+

2"-1
2-1

=1+

On a démontré qué’(l) est vraie et que 9?(k) est vraie pour tous les entidrsompris entre 1 at, alors

P(n+1) est également vraie.
On en déduit queP(n) est vraie pour tout entier natune>1.
Donc u, = 2"* quel que soine N".

On considére la suitgu,) définie sulN par son premier terme, =0 et les relations

2u, +1 sin pair
u =

n+1

2 :
u,+1 sin impail
1°) Calculeru,, u,, u;, u,, u,. Conjectureru, en fonction de.

2°) Démontrer la conjecture en utilisant une réznece forte.

3°) Ecrire une fonction Python qui prend pour argatrun entier naturel quelconque et qui renvoie la liste de
tous les termes jusquia, .



Solution :

def suite(n):
L=[0]
for i in range(n):
if i%2==0:
L.append(2*L[i//2]+1)
else:
L.append(L[i]+1)
return L




