Exercices sur les nombres complexes

UJ

1°) Déterminer une équation du second degré @smneicines sor ® ete 2.

2°) Soit A, B, C trois points deux a deux distindtsplan complexe d’affixes respectived, c.

Démontrer que ABC est équilatéral si et seulem‘eﬁgéi —esou 7% g3,
— a —
En déduire que ABC est équilatéral si et seulersieat + b’ + ¢ = ab+ be+ ci ().
Démontrer que.$) est équivalente al— +—1 +—1 =0.
b-c c-a a

Z=
Résoudre dan§? le systém .
Z°=1z

On résoudra le systéme en faisant attention demaés par équivalences.

Le plan complex® est muni d'un repére orthonormé diréﬂ,ﬂ,@).

On poseP” = P\{O}.
On considére I'applicatiohdeP" dans lui-méme qui a tout point M d'affizeassocie le poinM' d'affixe

Z'=

NI~

(f est linversion de pdle O et de puissance 1).

1°) Soit A et B deux points quelconquesRieOn noteA’ et B' leurs images respectives fiar

Exprimer A'B' en fonction de AB, OA et OB.

2°) Soit%” un cercle passant par O et trois points R, SrEswercle tels que O, R, S, T soient deux a deux
distincts et que le point d'intersection des d®i@®S) et (RT) appartienne au segment [RT].

Démontrer que I'on OSx RT= ORx TS Ok R!(théoréme de Ptolémée

Indication : penser & (2°\{0}).

[4] Théoréme de Napoléon
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonorirte’nd(O,ﬂ,Q), on considere un triangle direct ABC sur

lequel on construit extérieurement trois trianglgsailatéraux BCA ACB’ et ABC.

On note P, Q et R les centres de gravité respeliBCA, ACB’ et ABC.

Pour la figure, il est inutile de faire figurerriepére.

1°) On notea, b, ¢, &, b', ¢, p, q, r les affixes respectives des points A, B, G,B, C, P, Q, R.

a) Traduire, avec les affixes des points concemésC' est 'image de A par la rotation de centre B eingle
T

3

b) Démontrer que I'on aa'+b'+ ¢'= a+ b+ c.

2°) En déduire que I'on ap+ g+ r=a+ b+ c.

3°) Démontrer a I'aide des relations établies péogment que les triangles ABC,BAC' et PQR ont le méme
centre de gravité.

4°) Démontrer que I'on a3(q- p)=(b- ¢)+(c- a)+(a Y et3(r—p)=(a—c)+(b-a)+(c-H.

5°) Démontrer que I'on aa—c=e? (b ¢ ; b-a'=e?(c-a) ; c~b=e?(a-b).
6°) Déduire des questions précédentes que le leid@d@QR est équilatéral.

Le plan complex® est muni d'un repére orthonormé diré(:l,ﬂ,(l). On posé®” =P\ {O}.
On notef I'application deP” dans lui-mé&me qui, & tout point M @&, d'affixe z = 0, associe le point M’
d’affixe z':é. On note U et V les points du plan d’affixes regpes let i.

z

On n'utilisera pas I'écriture algébrique des nombres complexes dans cet exercice.
1°) Démontrer que, pour tout point M distinct del&3, points M et Mappartiennent a une méme demi-droite

d’origine O.
2°) Démontrer que, si M est distinct de O, U etlifa M’ est distinct de O, U et V.

3°) Etablir légalite -~ = - | (ilj
Z—1 zZ—1

En déduire une relation enteeg( ZI_.lj et arg(ﬂj_
z-l zZ—i
4°) Soitz un nombre complexe tel que= 1 etz = i et soit M le point d’affixez.

Démontrer que, si M appartient a la droite (UVralM appartient & un cercle que I'on définira.

@ Le plan complex® est muni d'un repére orthonormé direéﬂ,ﬂj/).

N . 1
A tout nombre complexenon nul, on associe le nombre compleke 1+—.
z

1°) Déterminer I'ensemblE des points M du plaR d’affixe z tels qud z \:1.
2°) Déterminer I'ensemblE des points M du plaR d’affixe z tels queZ soit imaginaire pur.

1°) Soitu etv deux nombres complexes quelconques.
Démontrer que I'on al:u+v[*+| u- v*=2| u|*+2 v°

B

. + . .
2°) Soita etp deux nombres complexes quelconques. On m)seaT et I'on noteu une racine carrée de
ofl.

Démontrer que 'on afia [+ B |=| m+p [+ m-p|.

Résoudre dan€ I'équation 22 +8i=| z|” - 2.

@ Soitz un nombre complexe atun entier naturel non nul.
Démontrer que sl+z+ Z +..+ 27'— n2= 0, alors| z| <1.

Soit z et z, deux nombres complexes de module 1.
2
4+ 72)

%

Démontrer que le nombF est un nombre réel.

On considére le polynome(z) = # -27-4/2z 1€

1°) CalculerP(2i).

2°) En déduire les autres racinesRie

3°) Démontrer que les points du plan complexe atdmeles racines de pour affixes sont cocycliques.

Dans le plan compleXerapporté a un repére orthonormé dir(ibtﬁ,Q), on note A le point d’'affixe 1.

Pour tout point M d&, on note Mson image par le quart de tour direct de centre O.
Déterminer 'ensembl& des points M d@ tels que A, M, Msoient alignés.



Le plan complexe est rapporté a un repere ortmnémhrect(o, G,Q).

On note A le point d’affixe-1 et B le point 1.

On note& I'ensemble des points du plan distincts de A, B8.et

A tout point M d’affixez appartenant & I'ensembi#é on associe le point N d'affixg® et le point P daffixez®.
1°) Démontrer que les points M, N et P sont dedeux distincts.

2°) Déterminer I'ensembl®” des points M appartenan&atels que le triangle MNP soit rectangle en P.

Pour tout réeb e[0; 2r], on posez=sin 20+ 2isirf 6.
1°) Calculer le module deet lorsquez est hon nyldonner un argument de
2°) Déterminer I'ensemble des points M du plan clexg d’affixez lorsqued décrit I’intervalle[O ; 21t].

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diné(il,ﬂ,(l).

Soit A le point d’affixe 1. A tout point M dB, distinct de A, d’affixez, on fait correspondre le point’'M
P52

d'affixe z'= 2.
z-1

1°) Déterminer I'ensemblE des points M tels qu&M = OM".

2°) Déterminer I'ensemblE des points M tels que les points O, M, soient alignés.

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diré(‘),ﬁ,@).

A tout point M deP, d'affixe z, on fait correspondre le point'M’affixe z'= Z+2z.
1°) Déterminer I'ensemblE des points M d@ tels que OM = ON
2°) Déterminer I'ensemblE des points M d@ tels que les points O, M, 'Moient alignés.

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé dir(zﬂ,ﬂj/).

_Zz
1+| z \2 '
1°) Déterminer I'image d’une droite passant part @'en cercle de centre O

2°) Déterminer I'image réciproque d'un cercle datoe O.

A tout point M deP, d’affixe z, on fait correspondre le point’'Maffixe z'=

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé dir(zﬂ,ﬂj/).
1°) Déterminer I'ensemblg des points M d® d’affixe z tels que I'on aitz+E:\ z\.

2°) Déterminer I'ensemblE des points M d® d’affixe z tels que I'on aitz+§:\ 2\2.

Le plan complex® est muni d'un repére orthonormé diré(‘),ﬂ,@).

On noteZ[i] I'ensemble des nombres complexes de la foameib oua etb sont deux entiers relatifs.
Soit ABCD un carré. On not& b, c, d les affixes respectives de A, B, C, D.
Démontrer que s etb appartiennent &[i], alors c etd appartiennent aussi Al[i].

.2n
On posen = es .

1°) Démontrer que est solution de I'équation de 'équatiaft+ 2+ Z+ z1=0 (E).
2°) Résoudre (E) a I'aide du changement d’inconZuez+}.
z

3°) En déduire les valeurs exactesad)es%7T et sinz—g.

.21
On posej :el?. On rappelle qué+ j+ > =0.
Partie A
1°) Démontrer que tout nombre complexgeut s'écrire, de fagon unique, sous la formex+ y oux ety
sont deux réels.
2°) On considere 'ensembE={ze C/z= a+ fou aZ et EZ}.

Démontrer que E est stable par somme et par pro@sita-dire que la somme et le produit de deéméhts
de E appartient a E.

Partie B
On considére I'ensemblie= {ze Clz=(1-j)(a+r h) ol a&Z et k& Z} .
1°) Démontrer que | est inclus dans E.

2°) Démontrer que | est stable par la somme.
Démontrer que le produit d'un élément de | par lémént de E est un élément de I.

3°) Déterminer les éléments de | qui appartienaght

4°) Soitz=a+ lj olaeZ etbeZ un élément de E.

Démontrer quez—( a+ b) est un élément de |.

5°) Démontrer que quel que sat Eun et un seul des trois nombmesz -1 et z+1 est élément de I.

Indication : En posantz= a+ j ol acZ etbeZ, on pourra remarquer qu'un seul élément de I'efem
{a+b-1,a+ b, a+ b+ } appartient a I.

Soit O, A, B trois points deux a deux distinctspian complexé tels que OAB soit un triangle direct.
SoitC, D, E, F, G, H, |, J les points tels que ABOBEF, OAGH soient des carrés (ABCD indirect, GAG
indirect, OBEF direct), BCIE et ADJG soient desgli@togrammes.

Démontrer que le triangle OIJ est rectangle isocele

Indication : on munit le plan d’un repéere orthonormé directridime O ; on note etb les affixes respectives
des points A et B dans ce repere.

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé dir(zﬂ,ﬂj/). On note A le point d’affixe 1.

2
A tout point M deP, distinct de A, d’affixez, on associe le poir¥l' d’affixe z‘=1z— .
A
1°) Déterminer I'ensemblg des points M d® tels queOM = OM".
2°) Soit G l'isobarycentre des points A, M t'.
Déterminer I'ensemble des points G lorsque M déeritercle de centre A et de ray@n(R>0).

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diréﬁl,ﬂ,@). On note A le point d'affixe 1.

On considere I'applicatiohdeP dans lui-méme qui, a tout point M Bed’affixe z, fait correspondre le point
M' daffixe z'= Z+1.

1°) Déterminer les points invariants gar

2°) Soit%” un cercle de centre O et de rayon 0.

Déterminerf(%].

3°) Soitl" un cercle de centre A et de rayom 0.

Déterminer f (I')={M e P/M' '} (image réciproque dE parf).

4°) Déterminer I'ensemblE des pointsM € P tels que les points A, M, Msoient alignés.



Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diréﬁl,ﬂ,@). On note A le point d'affixe 3.

=

A tout point M deP, distinct de A, d’affixez, on associe le poirl' d'affixe z'= -

N
w

1°) Déterminer I'ensemblE des points M d@ tels qud z'|=1.

2°) Déterminer I'ensemblE des points M d@ tels quez' soit réel.
3°) Déterminer 'ensembl@ des points M d® tels quez' soit imaginaire pur.

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diréﬁ,ﬁ,@). On note A et B les points d’affixes
respectives 1 et — 1.

A tout point M deP, distinct de O, d’affixe, on associe le poir¥' d’affixe z'=1.
z

1°) Démontrer que la droite (AB) est la bissectded’angle(m, OM )

' 2
2°) a) Vérifier que pour touze C*, on a :(ZJ;Z - j( z Z+1J:[ z zj )

2 2
b) Soit I le milieu ddMM'].
Démontrer que I'on aA xIB =IM 2 et que, pouM A et M =B, onaM =M' et la droite (MM) est
bissectrice de I’angl(em, IE).

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé diréﬂ,ﬁﬁ).

Soit U le point d’'affixe 1, M un point d’affixe, M’ un point d’'affixez et M le point d’affixezZ ouz etz sont
deux nombres complexes distincts et différents del0

1°) Démontrer que les points M, Mt M’ sont distincts deux a deux.

2°) Démontrer que, pour tout coupke) de nombres complexes vérifiant les conditiondessus, on a :

z2Z
arg
27- 2z

3°) En déduire que M, MM" sont alignés si et seulement si les points O, UMMsont cocycliques ou
alignés.

= arg—z— ar%Z (2n).
-1 z1

1°) Calculerco%.

2°) Résoudre dari I'équation z+| z|= es.

Indication : poserz=pe® avecp>0 etde[-n;n].

Résoudre dar§ I'équation z* +6 2+ 92+ 100= C (E).

On commencera par démontrer que (E) est équivedezﬁé z+ 3)2 +100= C.
* - In| z
On considere 'applicatiohdeC" dansC définie parf (z) :#.
z
1°) On posez=re® (r >0 eto réel). Donner le module et un argumentfiz) .
2°) SoitR un réel strictement positif.

On poseE ={ze C/| z|= R. Déterminef (E).

On notef I'application deP dans lui-méme qui, a tout point M &g d'affixe z=0, associe le point M
d'affixe z'=1+ Z.

On note A le point d'affixe 1.

1°) Déterminer les points invariants gar

2°) Soit M, et M, deux points quelconques du plan.

Démontrer queM,' =M " si, et seulement siM, =M ,) ou (M, et M, sont symétriques par rapport au point
0).

3°) Soit#” un cercle de centre O et de ray@r 0.

a) Démontrer que”'= f (%) est un cercle dont on donnera le centre et lentayo

b) Etudier le nombre de points d'intersectiorizddet €' suivant les valeurs de

Configuration de Von Aubel

Dans le plan orienté, on considére un quadrila3&€D non croisé et de sens direct. Soit I, J, Ked points
tels que les triangles AIB, BJC, CKD et DLA soi@tceles rectangles respectivementen |, J, K, L a
I'extérieur du quadrilatére.

1°) Démontrer qugIK) L (JL) et quelK =JL .

2°) Démontrer que les quadruplets (A ;B ; C; DlleJ ; K; L) ont le méme isobarycentre.

3°) Soit M, N, P, Q les milieux respectifs de [A@BD], [IK], [JL].

a) Démontrer que IJKL est un parallélogramme seetement si ABCD est un parallélogramme.

b) On suppose que ABCD n’est pas un parallélogramme

Démontrer que MNPQ est un carré.

Soita etb deux nombres complexes de module 1.
Démontrer que a+b+1-ab=0 < {a;b}={i;-i}.

1°) Soitn un entier naturel non nul.
n-1 .
sin® nx

sinx

Démontrer que pour tout réebjui n'est pas un multiple entier deon a :Zsin[( X+ :I) x] =
k=0
2°) Résoudre dans l'intervalle 16Gtf I'équation sinx+ sin - sin &+ sin&+ sin %=

Parties intégrales du plan
SoitP le plan euclidien muni d’un repére orthonormé aipi’on assimilera &.

Une partieA deP sera dite intégrale si et seulement si tous lestpdieA sont a distance entiére les uns des
autres, c’est-a-dire si et seulement si pour toupte (M ; N) deA la distance MN est entiére.

1°) Donner une partie intégrale infinie @e

2°) Donner des parties intégrales@ee cardinal 3 et 4 formées de points trois a mois alignés.

On veut maintenant démontrer le résultat suiv@our tout entier naturel non nul, il existe une partie
intégrale deC de cardinah incluse dans un cercle et donc en particulier &&rmle points trois a trois non
alignés.

OnnoteG=¢eC/|z|=1,Re @ eQ,Im@ cQ}etG ={7Z,ze G}

3°) Soitd etd’ deux réels. Exprimefr € — ¢ en fonction de sirg(- ).

4°) Exprimer cos @ et sin ® en fonction de tafl et en déduire que G est infini.

5°) Démontrer que G- G et que Gest infini.
6°) Sia etb sont deux éléments dang @émontrer quéa-b|e Q.

7°) Conclure.



Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 3.
On considére 'équatio(L+z)" =(1- 2" (E) d'inconnueze C.
Démontrer que (B} (F] =1.
-z
Résoudre (E).

Soitx eth deux réels. Soit un entier naturel.

n

n
Donner une expression simplifiée des sommesz cos(x+ kh) et S= Zsin( x+ kb.

k=0 k=0

Soita etp deux réels. Soit un entier naturel.

n n
Donner une expression simplifiée des sommesCk coga +kp) et Zcﬁ sin(o+kp).

k=0 k=0

Soita un réel fixé. Soih un entier naturel.
n (_ 1)k
Donner une expression simplifiée de la somE—kcos(ka).
2
k=0
Soita qui n'est pas de la form§+ kn aveck entier relatif. Soih un entier naturel.

cos(ka) .
(cosax)"

n
Donner une expression simplifiée de la somEe
k=0

1°) Démontrer que pour tout réklon a :1- co & =— isid €.
2°) Soitn un entier relatif non nul €& un réel n'appartenant pasté. .

n

On posesS, :Zco§6 co§10), S', =Zco§6 sin(10) etU, =S, +iS,.
k=1 k=1
Démontrer quéJ , est la somme des termes consécutifs d’'une suitaéggique.

En déduire une expression simplifiéeldie puis deS, en fonction den et6.
On posez=+/3+1+ i(«/i—S—]).
Calculer 22 ; en déduire la forme exponentielleze

Soitn un entier relatif.
Donner une expression simplifiée (e i)’ +(1-i)".

Question préliminaire :
Justifier graphiquement que pour tout néedn a ;| sinx |<| x|.

Démontrer que pour tout réelon a ;| & - 1|<| x|.
Donner une interprétation géométrique de ce résulta

Résoudre dari 'équation :(2* + z+1)2+1: 0.

Résoudre dar®§ I'équation :iz° -2 7 =1.
On considére 'équatiors’ —(6+3i) Z +(21+ 19) z- 26 & )= ( (E) d'inconnueze C .

1°) Démontrer que (E) admet une racine réelle.
2°) Résoudre (E).

On considére I'équatiorz®—4iZ —(6+1i) z+3i-1=0 (E) d'inconnueze C.

1°) Démontrer que (E) admet une racine imaginaire p
2°) Résoudre (E).

Démontrer que pour tout triplé, z, z) de nombres complexes, on a :
[ ez |+ 2+ z[+| 2+ g+ g>1

Pourn entier naturel e réel, on pose A, (0) = Zcﬁ cog ko) et B, (0)= Zcﬁ sin(ko).
k=0 k=0
Calculer A, (0) et B, (6) en fonction de et def.

En déduire les formulesy Ct=2" (n>0) et Z(— 1)k Ci=0 (n>1).
k=0

k=0

Résoudre dan I'équation : 627 - (5- i) z+ 2—% =0.

Déterminer I'ensemble des points M du plan commlekaffixez = 0, tels que les points d'affixesZI,,1
z

et 1-z soient cocycliques.

On considére le polyndm@(z)= Z - Z cosp+ 2 simp ( ¢ sip) z 2cas( +1 sir) olip estun
parametre réelz(e C).
1°) CalculerP(-coso) ; en déduire qu'il existe un polynon@( z) tel queP(z)=(z+cosg) q 3.

2°) Résoudre darfs 'équationQ(z) =0 (E).
2
Vérifier que, pour tout réej, on a :1+sing :(congr sin%j ; en déduire le module des racines de

I'équation (E) pourp € ]0; ] .

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé dir«éﬁl,ﬂ,(l).

A tout point M d’affixez non nulle, on fait correspondre le polt d’affixe z'=—

NI~

On note U et V les points d’affixe — 1 et 1.
Démontrer que les points U, V, Ni)' sont cocycliques.



Soitz un nombre complexe de module égal & 1.
1°) Donner un encadrement e+ z | .

2°) Exprimer la partie réelle deen fonction dé 1+ z | .
3°) Exprimer‘ 1-z+ 7 ‘ en fonction de Rez) et deRe(Z’).

4°) Démontrer que/3< | 1+z\+‘ 1-z+ 7 ‘gl—j

Indication : on pourra exprime\r1+ z \+‘ 1-z+ 7 ‘ en fonction de :\ 1+z \
Soit z, et z, deux nombres complexes tels dug|=| z, |=1et|2+zz|=1.
Démontrer que 'ona zz =-1.

Question préliminaire :

Soita, b, c trois réels positifs.

. . a b c
Démontrer que sa< b+ ¢, alors— < —+——.
1+a 1+b 1+c

Application :

Soit 7, z,, ..., z, h nombres complexes € N).

n
Qi
Démontrer que 'on a+—+2 < E

1+ k=t

kA .
1+ 7 |

n
k=1

n n
Résoudre dar I'équation (Lﬂ +[Zilj = 2coso. olia est un réel donné.
z+ z-

Déterminer I'image du réseau des droites parall@leaxe des réels et du réseau des droites plasa
I'axe des imaginaires purs par I'application dunpt@mplexe dans lui-méme qui a tout point M d’afix
associe le point Md'affixe €”.

Soitx, y, z trois nombres complexes quelconques.
2n

On posej —e?.
Démontrer que l'on afx+y+ 2)( x+ jy+ FA( % fy 3= X+ §+ 23 x.

En déduire que sk+ y+ z=0, alorsx® + y*+ =3 xy-.

Le plan complex® est muni d’un repére orthonormé dir(eﬁl,ﬁ,@).

1°) Déterminer I'ensemblE des points M du plaR d’affixe z tels qu% e =1

2°) Déterminer I'ensemblE des points M du plaR d’affixe z tels qu% e =1

On noteP le plan complexe.
Soitf : P — P qui a tout point M d’affixez associe le point M' d’affixe’'= z— Z.

Démontrer que le disque ferrbéde centre A d’affixe% et de rayor% est stable pdf c'est-a-dire

quef (D)<= D.

Soit A, B, C, D quatre points d’un cercle.
Soit P, Q, R, S les milieux respectifs des arcstdéenités A-B, B-C, C-D et D-A.

Démontrer que I'on a : (PR) (QS).

Pour tout entier naturelnon nul, on not&J, I'ensemble des racinesiémes de l'unité. Déterminer une
condition nécessaire pour qug cU .

Résoudre dar I'équation :(1+2)" =(1- 2" (n est un entier naturel fixé non nul).

Démontrer que pour tout couplg ¢) de nombres complexes on a:
lul+VI< V2 max(u+v] Ju=-v]).

Soita, b, ¢, d quatre nombres complexes tels qae ib= c+i d et a+ c= b+ d.
Démontrer qu'il existe un nombre complextel que(z—a)' =(z- B*=(z ¢'=( z "

Soitn etp deux entiers naturels tels gne-2p et xe R.

2n-1

CalculerS= E co§"( x+%).
2n

q=0

Le but de I'exercice est de démontrer que la fonat— €* admet des points fixes dafis
X
1°) On considére la fonctidn x+— e ————,
sinx
z

Démontrer gu'il existe un réelde I’intervalle}o; 2[ tel que f (b):o.

2°) On posea:i etz=a+ib.
tanb

Démontrer qu’alors e=z.

Soita, b, c trois nombres complexes deux a deux distincts.
Démontrer que les points du plan complexe d’affexds ¢ forment un triangle équilatéral si et seulement si
| 2a-b-c|=| 2b- ¢ d=| 2¢ a H.

Soit z, z, ... z, nnombres complexes non nuls de méme modud¢ant un entier naturel supérieur ou
égal a 2.

(2+2)(2+ 2)- (2.t A2 F_p

' 42,3 '

Démontrer que I'on a



On considére I'équatiorz’ —(6+ 3i) Z +(9+ 12i) z- 9 2+ 3)= C(E) d'inconnueze C.

1°) Démontrer que (E) admet une racine imaginaire.p

Résoudre (E).

2°) On noteM,, M,, M, les points du plan complexe ayant pour affixestdstions de (E)M, ayant pour
affixe la solution imaginaire pure.

a) Déterminer la nature dd,M M ,.

b) Déterminer I'affixe du milieu | d¢M,M ;] ; en déduire la construction dé,, M,, M.

2n
Onposen=e 7.

1°) Calculerl+ o+ ..+ ©°.

0% N o® 1 1 1

2°) Calculer: 5 2 - En déduireiﬁﬂL I + o
1+0° 1l+o" l+o 0037 COS7 00%7

1°) Soita un réel strictement positif.

Démontrer gu'il n’existe pas de réetel que€?® — 1= iae°.

2°) En déduire que sietb sont deux réels tels que< a alors il n’existe pas de réetel que
€ - d' = i(a-b) &.

Soitz un nombre complexe de module 1.
Démontrer que I'on al:1+z|>1ou ‘ 1+ 7 ‘ >1.

Indication : écrire 2z =(1+ z)2 —(l+ Z) et raisonner par I'absurde en utilisant I'inégatitangulaire.



- o 91762 - . -
REPONSES z+z=d"+d2=e 2 2c081=% 262 donc(z + 2)° =€) x 4c0d% =% 262

7 — ¢(01+92)
L R A%
Les solutions du systéme sont les couples (0(10)1),[e 3 ;es } [e 3 es ] )
(2+2) =4co§(761_92) eR
%2 2

1°) Soitu etv deux nombres complexes quelconques.

Démontrer que I'on af:u+v >+ u-v*=2| u[*+2 > 3° méthode :On démontre qu& = Z.

2°) Soita et deux nombres complexes quelconques. On m>se°ﬂ et I'on noten une racine carrée de
ap. 1°) Les racines sont 2i, — 2-}\/5 2\/5.
Démontrer que 'on afia [+| B |=| m+p |[+] m-p|. 2)
& . . 1 3
2 2 2 1°"® méthode :Les points appartiennent au cercle de ceRfre= | et de rayon—— .
(jmere|+] mes ) =2] mf+2]u| points app (g ) ot deravon
2° méthode :
2 2 2
‘m+p‘+‘ m—u‘ :2‘ m\ +2‘(x[3‘+ M —p
( ) 4 ‘ 2i, - 2i, /2, 22 cocycliques
2 2 ) translation
+ —
LetBl g apjelot (228) -ap | | N
2 2 2 4,0, 2+2i, 22+ 2i cocyclique
2 2
a“+p —ap inversion
4
2 1 1 1 L
o— -, —, alignés
(@-p)” 4 2+2i 22+a Y
4
1 1
_ 242 A4
a-p I A==5 1 R
2 2J/2+2i 4i
4—i —dyi Déterminons A.
Il'y a plusieurs méthodes. A =... en fonction de modules et de réels donc de nonapeartenant &.
\ Z \ :\ z \:1 L'ensemble cherché est le cercle de diamétre [Qikgple O et de A.
ere (2+2) z°+222+ 3 1 z [14]1°) | z|=2| sino |
17" méthode : = =—=42+—= . . T . i
22 22 z z Si0e]0;n[, alorsz=2sin6 &° ; argz= arg2 argsifi+ argd’
, Si0e]r;2n], alorsz=-2sing d*.
(z+2) - . .
~=—==2coq0,-0,)+ Zavecd; etd, des arguments respectivementziet z,. i\26—>
22 90,-6,)+ Z 1etBz 9 p Ziet z, 29) Z=i+e( 2)
On peut préciser le signe det on peut méme donner un encadremet@ d@< Z < 4. On munit le plan complexe d’un repére orthonorinéat d'origine O.

0(0), A(a), B(b), I(ia+b), C(ia+b(1-i)), H(-ia), F(ib), D(a(1+i)-ib),J(a-ib) ; z =iz.

e 4 . . ’
2 méthode :On note); etd, des arguments respectifs deet z, Inutile : affixes des points D, G et ED(a(1+1i)-ib), E(b(1+ 1)), G(a(1-i)) (sous toute réserve)



EANEY
Au départ, dans la version initiale je ne donnai fiadication sur le repére dans mon énoncé.

Donc Ol =0J.

On en déduit que le triangle OIJ est isocéle regtaen O.
Démontrons que OIJ est rectangle isocele.

On considére A) et B).

F
g-a=i(0-a)
g=a(1-i)
H
d-a=-i(b-a) 5
c
. A
AD =GJ
Doncz,=z,- 2+ g
=a(l+i)-ib-a+ a(l-i)
=a+ia—ib-a+a-ia
=a-ib
J
f=ib
D
EF= BD 1% 1+i
Donc f —e=-b 22?94:27\/5
e=(1+i)b
Les solutions sont+1- 2i ; +1+ 2i.
c-b=i(a-b) . .
c=b+i(a-b 1°) 7 :—Iia:lb 1Zy= I:):lc etc.
id+a-ib-c
3 -z=———
[ — i+1
BC=El - _ic+d-ia-b
z-e=c-t « i+1
ZI:e+c—b 2 -z=i(%- 7
ZI—(l+i)b+b+i(a—lj k 2°)z+z+x+z=a b e
| = - . . i » )
3°) a)ib+c—(ia+ b =i c+ d-( d+ 3

(1-i)(a=b)=(i-1)(c- d)
by 2 R 2t

2 2
Z-z=i(2-%)

z b+ia_i—a—i b_i

z, a-ib  aib

(o—J,a):g (2n)

D’oul (Ol) L (0J).



[41]2°) Sn+iS,',:Z(cose &)
k=1
cosd & = ‘= 0=kn aveckeZ.

1% cas :0 = kn aveckeZ

~1-(coso 8)" . _ ; , i
S, +iS; =cos0 é9(7): co® ‘& 1 C0§_6 ¢ ——= cds "’ .2} ccﬁﬁ ré.
1-cosp & 1-(cos 0+ ico® si ) sin® 0 icoso sird
1-cod 0 &

_ co@/€1‘°°§e & . cosO

sino(-i) e  sino

S, +iS,=cosf &

— (l—COé‘ 0 éﬁ)
sin0( sind — icod)

cos™ 0 sinno)
sin@ '

S, =

2°cas :0=kn avecke Z

On interprete cette inégalité en se plagant dansricle trigonométrique.

La longueur de la corde entre le point d’affixet legpoint d'affixe €* est plus petite que la longueur de I'arc.

[45]S={i;—i;-1-i; -1+1i}

2 est racine réelle du polyndme(z) =( z- 2)[ 7-(4+3) 213 W D]

Les racines sont 2, 3 — 2i, 1 + 5i.

Ecrire :1=1+2 —(z+ 2)+( 3+ g)— z puis appliquer I'inégalité triangulaire.
1

62> (5- ) z+2—%=0 A=—24+10i ; 5=1+5i ; 21:%+§ Lz, =-

. 1 .
On effectue une translation :D; 1, = -1 et —z sont cocycliques sur un cercle passant par O.
z

On utilise l'inversiore — = . On obtient des points alignés sur une droite.
z

53 1 212 32:{2‘*/2”*/—2* = a2, 22 A2y 2 d—%

’ 2 2
lz|=1
1°) Donner un encadrement de | 1 .

Ona:\1+z\2:2+2Rez.

Or|z|=1doncReec[-1;1]
Donc|1+z[ € [0; 4]

Par suite, | 1L £]€ [0 ; 2]
2°) Exprimer la partie réelle dezen fonction de | 1 +z].

\1+z\2_

Onawvuquéls+z| =2+ 2Rez donc Rez= 1.

3°) Exprimer ‘ 1-z+7 ‘ en fonction de Re %) et de Re(zz).
‘1—z+z2 ‘2:l+‘ Z- 42+ 2Rq 72— )
=1+| 2\2\ z—l\2+2[RezRe(z—  Imzim(z 1)

OrRe¢-1)=Rez-1
Im@z-1)=Imz

Donc|1-z+ 7 ‘2:14—\ 1+ 2[ Ref Rez J—( Im)zzJ

=1+2-2Rez+ 2( R®)'~( M)’ |- 2Ra

CommeRe(2*)=(Rez)’ - ( Im?)’,

alors ‘1—z+ Z ‘2: 2Re( f)— 4Rez ..

Donc\ 1-72+ 2 \:JzRe( i)— 4Rez !

4°) Démontrer que V3 <| 1+z|+| 1- z+ 2 ‘glf

CommeRe(z*)=(Re2)’ —( Im3”=( Rez)z—( 1( Re)z): @ R~
Donc‘ 1-z+ 7 ‘:,/4(Rez)z— 4Rez .

=|2Re 1|
=[11+2f -3

\1+z\+‘l—z+ i‘: '&‘ f—3‘

Ort=|1+z|€[0; 2] dapres le 1°).

- Sji te[x/?’):s] 1+z\+‘1— z+ i‘: £+ t—3:(t+%j2—l—fe[x/—3;iﬂ
-Site[0:V, [1+z]+|1- 2+ Z|=-E+ &3:—( t—%)2+1—je}/_3;£

4

i



1% méthode :on posez, = €™ et z, = €%

On développé 2+ 27,z |*. On trouvecos(6, +6,) =~ 1donc6, +6, =+ 2k .

Donc zz =€"=-1.

2° méthode :

On développé 2+ 2z, |*. On trouveRe(z,2) = —
On calcule de nouveay 2+ 7z, | = 1+(Im z 2)°.
On trouve :Imz, z, = 0.

Donc zz =—

Variante : on calculd z,z | =(Re 2 2)°+(Im z2°

Question préliminaire :

a, b, c trois réels positifs.

a b c
Démontrons que si< b +¢, alorsl— < —

On considére la fonctioh: x — i
Xx+1°

Cette fonction est croissante sRr .
Donc f(a) < f(b+c).
b+trc b c

Or f(b+c)= = +
1+b+c 1l+b+c 1+ b+c

Application :

Soit 7, z,, ..., z, n nombres complexes € N).

n

Démontrer que I'on a+———++———

1+

Z\zk\
1+ 7 |

k=1

Image du réseau des droites paralleles a I'axg é0du réseau des droites paralléles a I'axg p@r
l'applicationz — €. (Transformation conforme et théoréme de Riemamgservation des angles).

1+b 1+c'

On se raméne au cercle trigonométrique.

A el B:e® C:¢° D:é°
iib b+C iid ; d+a+2n i(LHiWJ
P:e?2 Qe2 R:e? S:e 2 =g¢'?
ei[ekz) X |sin[a+ d-(b+9 =

5% 9-(b =ixun réel avecezmj
ZR_ZS eIGX 1sin M+E

4 2
l°)E=(Oy) 2°)F:UAk avecA, : y:g+kn keZz)

keZ
[66] On écrit: [u|+| v|= u+v+u Yiy LV—Lﬂ.

2 2 2

On applique ensuite I megallte de Cauchy-Schwartz.

2 2 2
u+v u-v H VvV W utv, u-v v v ow |u+v]® |u-v|
— || V1+1x | ———— :\/Ex\/+

2 2 2 2 ﬂ \/ 2 ‘ 2 2 ﬁ 2 2

ABCD est un carré.

On peut prendre =

a+b+c+

d

Idée : changement de repére mais pas a consenetalmise au propre.

2n-1
S=

a=0

N

3

k=0
2p

c
2

Co e|4(k— p)( x+%)

2n-1

kK ddk-pr
203

=0

(é

2(k-p)m

n

j“



| QUESTIONS DE COURS

Formules d’Euler ; factorisations @ + 1 olix est un réel quelconque.
Factorisation de® + é° .

Racines-iemes de I'unité (forme exponentielle) ; repréagan dans le plan complexe (propriété de la
figure obtenue lorsque > 3).

Module d’un nombre complexe : donner la définitai'interprétation géométrique correspondante,
énoncer les différentes propriétés ; démontreégjadité triangulaire et donner une interprétatiéargétrique.
Donner l'inégalité qui se déduit de I'inégalitéamgulaire.

Racines carrées d’'un nombre complexe. Rechercheadimes carrées d’'un nombre complexe donné sous
forme algébrique.

Résolution d’'une équation du second degré a ciefitis complexes.

@ Argument d’'un nombre complexe non nul : donnetéfinition et I'interprétation géomeétrique
correspondante, énoncer les différentes propriétémontrer I'une de ces propriétés.

Ensemble des nombres de module 1. Propriétést@msemble.

Application géométriques des nombres complexes.

En utilisant 'argument :

- caractériser la colinéarité et I'orthogonalitédiix vecteurs non nuls a l'aide de leurs affixes.

- caractériser I'appartenance d’'un point a uneteméfinie par deux points distincts a I'aide deseaffixes.
- caractériser I'appartenance d’un point & un eedéffini par un diametre a I'aide de leurs affixes.

@ Ensemble des points lg(du plan complexe tels que I'on aiargz;::= a (m) ol estun réel fixé et et
Z_

b deux complexes distincts fixés.

Définition deul? otiu est un réel strictement positifz2tin nombre complexe.
Propriétés.

Factorisation canonique d'un polynéme du seconuée
Somme et produit des racines d’une équation donskdegré.

Condition de cocyclicité de quatre points deuweaxddistincts M, M,, M3, My (alignement ou cocyclicité)
a I'aide de leurs affixes (birapport) ou a l'aidesdangles.

[14] Complétere? =1 < .......ovone. =€ S

Equation paramétrique de cercle complexe.



