Exercices de probabilites
(probabilites conditionnelles)

Les exercices [10] et [ 13] marchent ensemble, ainsi que le [25].

En 2005, un laboratoire de recherche met au point un test de dépistage de la maladie responsable de la
disparition d’une espéce animale et fournit les renseignements suivants :

« La population testée comporte 50 % d’animaux malades. Si un animal est malade, le test est positif dans 99 %
des cas ; si un animal n’est pas malade, le test est positif dans 0,1 % des cas ».

Le laboratoire estime qu’un test est fiable, si sa valeur prédictive, c’est-a-dire la probabilité qu’un animal soit
malade sachant que le test est positif, est strictement supérieure a 0,999.

Ce test est-il fiable ?

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On dispose de n sacs de jetons S, ..., S,. Au départ, le sac S, contient 2 jetons noirs et 1 jeton blanc, et chacun

des autres sacs contient 1 jeton noir et 1 jeton blanc. On se propose d’étudier I’évolution des tirages successifs,
effectués de la fagon suivante.

e Premiére étape : on tire au hasard un jeton dans S,.
o Deuxiéme étape : on place ce jeton dans S, et on tire, au hasard, un jeton dans S, .
o Troisiéme étape : aprés avoir placé dans S,, ... et ainsi de suite ...

Pour tout entier naturel k tel que 1<k <n, onnote E, I’événement « Le jeton sorti de S, est blanc » et on
note p, sa probabilité.

1°) Exprimer p,., enfonction de p, .

2°) En déduire p, en fonction de k et déterminer ) lim p,.

>+

Une commission détaille ainsi les résultats d’un test mis en place pour le diagnostic d’une maladie animale :
La proportion des réactions positives au test effectué sur un animal malade est égale a 70 %.
La proportion des réactions négatives au test effectué sur un animal sain est égale a 90 %.

On estime a x la fréquence d’animaux malades (x e [O ;1]).

1°) Calculer en fonction de x la probabilité que I’animal soit malade sachant que le test est positif.
2°) Déterminer pour quelles valeurs de x cette probabilité est supérieure ou égale a 0,9.

E Alice débute au jeu des fléchettes. Elle effectue des lancers successifs d’une fléchette. Lorsqu’elle atteint la

cible a un lancer, la probabilité qu’elle atteigne la cible au lancer suivant est égale a 3 Lorsqu’elle a manqué la

cible a un lancer, la probabilité qu’elle manque la cible au lancer suivant est égale a =

On suppose qu’au premier lancer elle a autant de chances d’atteindre la cible que de la manquer.
Pour tout entier naturel n strictement positif, on considére I’événement
A, : «Alice atteint la cible au n-iéme coup ».

Onpose p,=P(A,).
1°) Exprimer p,, en fonction de p,.
2°) Exprimer p, en fonction de n ; en déduire lim p,.

n—+w0

Trois machines A, B, C fabriquent des ampoules électriques dans les proportions suivantes :

20 % sont fabriquées par la machine A, 50 % par la machine B et 30 % par la machine C.

Les probabilités que les ampoules fabriquées par les machines A, B, C soient bonnes sont respectivement
0,9,0,95¢t 0,8.

1°) Calculer la probabilité pour qu’une ampoule soit bonne (valeur exacte).

2°) On achete une ampoule : elle est bonne.

Quelle est la probabilité pour qu’elle ait été fabriquée par la machine A ? (valeur arrondie au millieme).

@ On joue & pile ou face avec une piéce non équilibrée. A chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile est égale
a % tandis que celle d’avoir face est égale a % . Les lancers sont supposés indépendants.

Soit n un entier naturel non nul.

On note A, I’événement « on obtient pour la premiére fois deux piles consécutifs au n-iéme lancer, le
deuxiéme pile étant au n-iéme lancer ». On note p, la probabilité de I’événement A .

1°) Expliciter les événements A, A,, A, et A,. Déterminer les valeurs de p,, p,, p; et p,.

2°) Pour n>3, exprimer p, en fonctionde p,_, etde p,_,.

On pourra introduire I’événement E : « On obtient pile au premier lancer ».

3°) En déduire I’expression de p, en fonction de n, pour n>1, puis sa limite.

On se place dans un univers probabilisé (Q, P).

On dit d’un événement F qu’il informe négativement sur un événement E, et on note F{ E, quand
P(E/F)<P(E).

Démaontrer ou donner un contre-exemple a chacune des assertions suivantes :

1°) Si FLE, alors E4 F.

2°)Si FLE et GLE,alors FNGVE.

39Si F{E et EVLG,alors FIG.

Une urne contient n boules blanches et n boules noires.
On effectue n tirages au hasard d’une boule sans remise dans I’urne.
Quelle est la probabilité que les n boules tirées soient blanches ?

@ On dispose de deux pieces de monnaie A et B. La piéce A est équilibrée mais la piece B donne « face » avec

une probabilité 3 On choisit une piéce au hasard et on la lance. Si on obtient « face », on la garde ; sinon on

change de piéce. On lance ainsi n fois (neN, n 21) une piéece selon ce procédé et on considére I’événement
E, : «Len-iéme lancer s’effectue avec la piece A » On pose p, = P(En).
1°) Déterminer p;.

1

2°) Démontrer que pour tout entier naturel n>2,0na: p, =% P4 +§.

3°) Exprimer p, en fonction de n.
4°) Exprimer en fonction de n la probabilité d’obtenir pile au n-ieme lancer.

Une urne contient n boules blanches et n boules noires (n est un entier naturel supérieur ou égal a 1).
On effectue n tirages au hasard d’une boule sans remise dans I’urne.
Quelle est la probabilité p, que les n boules tirées soient blanches ?

Déterminer la limite de p, lorsque n tend vers + co.



Une urne contient trois boules blanches et sept boules noires. On tire successivement et au hasard n (n
entier naturel supérieur ou égal a 1) boules dans I’'urne de sorte qu’aprés chaque tirage, la boule tirée soit remise
dans I’'urne si elle est noire, et non remise sinon.

Calculer la probabilité d’obtenir sur les n tirages une seule boule blanche.

On considére deux jetons J, et J, équilibrés (c’est-a-dire tels que chaque face a une chance sur deux
d’apparaitre au cours d’un lancer). Le jeton J, posséde une face numérotée 0 et une face numérotée 1. Le jeton
J, posséde deux faces numérotées 1. Un joueur choisit au hasard un jeton, puis effectue une série de lancers
avec ce jeton.

1°) Déterminer la probabilité que le joueur obtienne n fois (n € N*) une face portant le numéro 1 lors des n

premiers lancers.

2°) Dans cette question, on suppose que le joueur a obtenu n fois (n € N*) une face portant le numéro 1 lors
des n premiers lancers.

Quelle est la probabilité qu’il ait joué avec le jeton J, ?

Quelle est la limite de cette probabilité lorsque n tend vers I’infini ? Interpréter ce résultat.

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire.

On effectue des tirages successifs de la maniére suivante : apres chaque tirage, on remet la boule tirée dans
I’urne et on ajoute une boule blanche.

Calculer la probabilité de n’obtenir que des boules blanches au cours des n premiers tirages.

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives.

On admet que :

- la probabilité qu’il gagne la premiére partie est de 0,1 ;

- s’il gagne une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,8 ;

- s’il perd une partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,6.

1°) Le joueur a gagné la deuxiéme partie. Calculer la probabilité qu’il ait perdu la premiére.
2°) Calculer la probabilité que le joueur gagne au moins une partie sur les n premiéres parties.

Dans tout I’exercice, on se place dans un univers probabilisé (2, P).
n n

1°) Démontrer que pour tout n-uplet (E,, E,, ..., E,) d’événements de Q, ona P U E |< Z P(E).
i=1 i=1

2°) Soit A, B, C trois événements de Q.

On suppose que A, B, C ont la méme probabilité p et vérifient P(ANBN C) =0.

Démontrer que I’'ona: p g% .
Indication : Appliquer I’inégalité établie & la question précédented A, B, C.

On lance n dés cubiques (n>2).
On sait que I’un des dés au moins a amené le numéro 1.
Quelle est la probabilité qu’on ait obtenu deux fois ou plus le numéro 1 ?

On considére nurnes U,, U,, ... U, contenant chacune n boules (n est un entier naturel supérieur ou égal
a 1). Pour tout entier naturel k tel que 1<k < n, I'urne U, contient k boules blanches, les autres étant noires.
On choisit une urne au hasard, puis une boule au hasard dans cette urne.

1°) a) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche ? On donnera le résultat en fonction de n.

b) Quelle est la limite de cette probabilité quand n tend vers + oo ?

2°) Quelle est la probabilité que la boule tirée provienne de I’'urne U, sachant qu’elle est blanche ?

Un homme cherche son parapluie qui se trouve dans un immeuble de n étages (rez-de-chaussée compris)
avec la probabilité pe]0;1[. Il a exploré en vain les n—1 premiers niveaux.

Quelle est la probabilité que le parapluie se trouve au dernier étage ? On admettra qu’il n’y a pas a priori
d’étage privilégié.

I1'y a 90 % de chances qu’un dangereux malfaiteur se soit réfugié au hasard dans I’une des 30 maisons d'un
petit hameau. Les policiers ont fouillé en vain les 29 maisons sur les 30. Quelle est alors la probabilité que le
malfaiteur se trouve dans la derniére maison du hameau ?

On lance n fois de suite un dé équilibré a six faces et on note p, la probabilité que la somme des numéros
obtenus soit paire.
1°) Calculer p, et p,.

2°) Démontrer que pour tout entier naturel n>1,o0na: p, =%.

On dispose de trois urnes U,, U,, U, contenant des boules indiscernables au toucher.

U, contient k boules rouges et 2 boules noires.

U, contient 2 boules rouges et 1 boule noire.

U, contient 3 boules noires.

On tire une boule au hasard dans U, et on la place dans U, puis on tire une boule au hasard dans U, eton la
place dans U,. On tire enfin au hasard une boule de U,.

L’ensemble de ces 3 opérations constitue I’expérience aléatoire. Pour i e {1, 2, 3} , on définit le événements R, :
« On tire une boule rouge dans I'urne U; » et N, : « On tire une boule noire dans I’urne U, ».

1°) a) Calculer P(R,) et P(N,).

b) Calculer P(R,NR,NR,) en fonction de k.

c) Calculer P(R;) en fonction de k.

d) Démontrer que R, et R, ne sont pas indépendants quelle que soit la valeur de k.

2°) On considere que k =2 et que la boule placée dans I'urne U, est replacée dans I'urne U, .

a) Sachant que la boule prélevée dans U, et arrivant dans U, est rouge, quelle est la probabilité que la boule
initialement tirée dans U, ait été rouge ?

b) Déterminer la probabilité de I’événement E : « La composition des urnes U, et U, est inchangée & I’issue de
I’expérience aléatoire ».

Soit n un entier naturel non nul fixg.
Une urne numérotée O contient 1 jeton numéroté 1, 2 jetons numérotés 2, 3 jetons numérotés 3, ... n jetons
numérotes n.

On dispose ensuite n urnes numérotées de 1 a n de sorte que pour tout k € [[1; n]], I’urne numérotée k contient k

boules blanches et (n—k) boules rouges.

On tire au hasard un jeton dans I’urne numérotée O : on note k le numéro du jeton tiré et on tire au hasard une
boule dans I’'urne numérotée k.
Calculer la probabilité de I’événement E : « La boule tirée est blanche ».



On dispose de trois urnes U,, U, et U,. Pour k €{1,2,3}, I'urne U, contient k boules numérotées de 1 &

k. On s’intéresse a une suite d’épreuves définies de la maniére suivante : les tirages se font avec remise des
boules.
La premiére épreuve consiste a tirer au hasard une boule dans I’'urne U,.

Si j est le numéro de la boule tirée a la k-ieme épreuve (k >1), on tire une boule au hasard dans I'ure U, a la
(k+1)-ieme épreuve.

On considére alors la variable aléatoire réelle X, égale au numéro de la boule obtenue & la k-iéme épreuve.
Compte tenu des hypothéses qui précédent, on convient de poser X, = 3. On note alors M, la matrice

P(Xk =1)
unicolonne définie par M, =| P(X, =2) | ot P(X, = j) est la probabilité de tirer la boule numéro j a la k-
P(X,=3)

ieme épreuve.
1°) Déterminer une matrice A telle que pour tout entier naturel k, ona: M,,, =AM, .

On pourra représenter la situation par un graphe probabiliste.
2°) Démontrer qu’il existe un unique état stable S tel que S= AS. Interpréter et commenter le résultat obtenu.

1 0 0 1 -1 1
3°) Onpose D=0 % OletP=0 1 -2|.
1 0 0 1
0 0 =
3

Vérifier que A=PDP*.

4°) Expliciter alors les probabilités P (X, =1), P(X, =2) et P(X, =3) en fonction de k.
Déterminer les limites de ces probabilités lorsque k tend vers + .

5°) Calculer I’espérance de X, en fonction de k, puis sa limite lorsque k tend vers + oo.

On lance un dé équilibré a quatre faces (numérotées de 1 a 4) n fois de suite. On note p, la probabilité que
les quatre chiffres (1, 2, 3, 4) apparaissent au moins une fois lors des n lancers. Pour tout nombre entier

ie {1; 2;3;4}, onnote A, I’événement « le numéro i n’apparait pas durant les n tirages ».

1°) Calculer P(A, UA,UA,UA,).

2°) En déduire que p, =1—4x(%j +6x(§j —4><(%J . Calculer lim p,. Interpréter ce résultat.

3°) Déterminer a I’aide de la calculatrice la plus petite valeur de n pour laquelle p, >0,9.

Dans une urne se trouvent n boules rouges et n boules vertes. On tire une par une, sans remise, les boules
jusqu’a vider I’'urne. Quelle est la probabilité que I’on tire une boule de couleur différente a chaque tirage ?

Soit (Q, A, P) un espace de probabilité. On considére deux événements A et B et (Ci) une partition de
Q.

1°) Calculer P(B/A) en fonction de P(A), P(B) et P(A/B).

2°) Connaissant P(B), P(A/B), P(A/C;) et P(C,), calculer P(B/A).

Application :

Soit p, la probabilité pour qu’un couple ait exactement i enfants.

Calculer la probabilité pour qu’un couple ait un enfant unique sachant qu’il n’a pas de fille.
L’application ne va pas (je I’ai donné en colle le 13-5-2016). 1l faut que je I’enleve.

Prendre DM Mme Bonnaz appariement génétique

Soit N et n deux entiers naturels telsque N >2 et 1<n<N.

Une urne contient N boules : n blanches et N —n noires.

On tire une premiére boule dans I’'urne et I’on note sa couleur.

On tire ensuite une deuxiéme boule dans I’'urne et I’on note sa couleur.

On précise que la premiere boule tirée n’est pas remise dans I’urne.

On note la couleur de chacune des deux boules tirées.

1°) On note B, I’événement : « La premiére boule tirée est blanche » et B, I’événement : « La deuxiéme boule
tirée est blanche ».

Exprimer en fonction de n et de N la probabilité de B, .

On donnera I’expression de cette probabilité sous forme simplifiée.

Que remarque-t-on ?

2°) On note X la variable aléatoire qui est égale au nombre de couleurs obtenues a I’issue des deux tirages.
a) Déterminer la loi de probabilité de X (en fonction de n et de N).

b) Calculer I’espérance de X.

On lance deux dés cubiques non truqués dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Quelle est la probabilité d’obtenir une somme strictement supérieure a 5 sachant que les deux numéros obtenus
sont différents ?

Un jeu consiste a tirer simultanément 4 boules indiscernables au toucher, d’un sac contenant une boule
noire et neuf boules blanches, puis a lancer un dé bien équilibré a six faces numérotées de 1 a 6. Si la boule
noire est tirée, il faut obtenir un nombre pair pour gagner. Si la boule noire n’est pas tirée, il faut obtenir le six
avec le dé pour gagner.

On note A I’événement « La boule noire figure parmi les boules tirées » et B I’événement « Le joueur gagne ».

1°) Exprimer P(A) en fonction de n.
2°) Exprimer P(B) en fonction de n.

Un homme voyage chaque jour en train ou en avion.

e S’il prend le train au jour j, il prend I’avion au jour j+1 une fois sur trois.

o S’il prend I’avion le jour j, il prend le train au jour j+1.

Le jour 1, il prend le train.

On note A; I’événement « Il prend le train au jour j » et I’on note p; la probabilité de A; autrement dit
p;=P(A)).

1°) Quelle est la valeur de p, ?

2°) a) En utilisant la formule des probabilités totales, établir une relation entre p; et p;,,.

b) Rédiger un algorithme pour calculer p,,. Programmer cet algorithme sur calculatrice et donner une valeur
approchée de p,, .

3°) Exprimer p; en fonction de j.

4°) Déterminer la limite de p; lorsque j tend vers + co.

Un voyageur X peut prendre le train ou I’avion. Si au jour i—1 il prend le train, la probabilité qu’il
prenne I’avion au jour i est 0,5. Si au jour i—1, il prend I’avion, il prend le train au jour i. Soit p, la probabilité
que X prenne le train au jour n.

Donner I’expression de p, en fonction de n, sachant qu’au premier jour, X prend le train.

Indication : Donner une relation entre p,,, et p,.



On considére une piéce telle que la probabilité d’obtenir pile en un lancer est égal est égale a p.
Pour tout entier naturel n>1, on note E, I’événement « obtenir pile au n-iéme lancer et face au (n +1) -ieme

lancer » et I’on note u, la probabilité de I’événement E,, .

On pose q=1-p.

1°) Calculer u,, u,, u,.

2°) Démontrer que pour tout entier naturel n>1,ona: u, =qu,, + p"q.

. u . . . .
3°) Pour tout entier naturel n>1, on pose v, =—=-. Exprimer v, en fonction de n puis u, en fonction de n.
q

On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piece de monnaie pour laquelle la probabilité
d’apparition de PILE (P) est de %
On dit qu’il y a apparition d’un double PILE au rang n (n> 2) s’il ya un PILE au rang n et au rang n—1, mais

qu’il n’y a pas un double PILE au rang n—1.

1°) Etude d’un exemple
On considére les 13 lancers suivants :

SP |F |SP |DP |SP |DP |[SP

Recopier ce tableau et compléter la derniére ligne par les indications (F : face, SP : simple PILE, DP : double
PILE).

2°) Pour n entier naturel non nul, on note B, I’événement « la premiére apparition d’un double PILE se situe au
rang n », et b, sa probabilité.

a) Déterminer b, b,, b, et b,.

b) On note P, I’événement « il y a apparition d’un PILE au rang n » et F, I’événement « il y a apparition d’un
FACE aurang n ».

Exprimer P (B,.,) en fonction de P(B,,,).

Exprimer P, . (B,,,) en fonction de P(B,), puis P, (B,.,) en fonctionde P(B,).

P.NF,

¢) En déduire que pour tout entier naturel nonnuln: b, =%b +§bn.

n+1
3°) Soit C, I’événement « il n’y a aucune apparition d’un double Pile au cours des n premiers lancers » et ¢, sa

probabilité.
a) Exprimer I’événement contraire de C, a I’aide des événements B,, B,, ..., B

b) Déterminer la probabilité c, .

n*

¢) Quelle est la limite de la suite (cn) ? Interpréter le résultat.

Au tennis, le joueur qui « est au service » joue une premiére balle.

Si elle est jugée « bonne », il joue I’échange et peut gagner ou perdre.

Si elle est jugée « faute », il joue une deuxieme balle.

Si cette deuxieme balle est jugée « bonne », il joue I’échange et peut gagner ou perdre.
Si cette deuxiéme balle est jugée « faute », il perd.

Pour le joueur X qui est au service, on dispose des données suivantes :

« sa premiére balle de service est jugée « bonne » dans 40 % des cas ;

« sa deuxieme balle de service est jugée « bonne » dans 95 % des cas ;

« si sa premiére balle de service est jugée « bonne », il gagne I’échange dans 80 % des cas ;

« si sa deuxiéme balle de service est jugée « bonne », il gagne I’échange dans 60 % des cas.

1°) Calculer la probabilité que le joueur X gagne I’échange.

2°) Sachant que le joueur X a gagné I’échange, calculer la probabilité que sa premiere balle de service ait été
jugée « bonne ». Le résultat sera arrondi au millieme.

Trois enfants Alice, Bob et Carmen jouent avec une balle.

« Lorsque Alice a la balle, la probabilité qu’elle I’envoie a Bob est 0,75 et la probabilité qu’elle I’envoie a
Carmen est 0,25.

 Lorsque Bob a la balle, il I’envoie a Alice avec une probabilité de 0,75 et a Carmen avec une probabilité de
0,25.

« Carmen envoie toujours la balle a Bob.

On désigne respectivement par a, , b, et c, les probabilités pour qu’a I’issue du n-iéme lancer, ce soit Alice,

Bob ou Carmen qui ait la balle. a,, b, et c, représentent une probabilité initiale de possession de la balle. Par
exemple, si on précise que Alice a initialement la balle, alors a, =1, b, =0 et ¢, =0.

1°) Démontrer qu’il existe une matrice carrée d’ordre 3 que I’on notera M, telle que pour tout entier naturel n,

an+1 an
ona| b, [=M|b,
Cn+1 Cn
1o 0 2 3 1
2°)Onpose D=|0 —% 0 |[etP={16 -1 -1]|.
3 7 -2 0
0 0 —--—
4

Vérifier que M =PDP™*. En déduire la matrice M" pour n entier naturel quelconque.
3°) Calculer les limites lorsque n tend vers + co des probabilités a,, b, et c, . Ces limites dépendent-elles de
I’enfant qui avait la balle au début de jeu ?



Solutions
[1] Py (M) =0,9989909... (test non fiable)
[2]1°) pk+1—* (P +1) ;29 pk_%_% (%Jk—l
.l) 7X ?) [196 1}
41 p"”:%p”l ;2°) pn=lx(ijn_l+i

5 26 \15 13

1°) 0,895 ; 2°) 0,201

@ 1°) p,=0, p, =g, Ps =i, P, =2i7 (ona p, = p;, résultat surprenant mais néanmoins vrai)

27
29)
pn=P(An)
=P(A,NE)+P(A,NE)
=P(E)xP(A,/E)+P(E)xP(A,NE)
E><1><p +1><p
373 n-2 3 n-1
1 2
Pn =§ pn—l+§ Pn-2
. 2 (2Y' 4 ( 1\ .
9 m=3+(5) 5(-5) -

1°) Si FLE, alors E4 F.
29)Si FVE et GVE,alors FNGVE.

E={1;3;5}; F={1;2} ; G={1;3;4;6}

P(E/F)===P(E)

N\H

P(E/G):%:P(E)
P(EIFNG)=

39Si F{E et EVLG,alors FIG.

On considére le lancer d’un dé cubique équilibré.

E : «tirer un nombre pair »

F=G={1,3;5;6}

P(EIF)==; P(G/E)== ; P(GIF)=1

Al
Wl

Pour justifier, il suffitd’avoir F=G et F=Q.
Si F=Q, P(F)<P(F/G).

9]

39) 1 ln71+E ou —#+E
P =107\ 6 5 P =06 5

4°) Introduire I’événement F, : « obtenir pile au n-iéme lancer »

1 1 1 1 1 (1) 2
P(Fn)=5>< pn+§><(l— pn)=g>< p"+§=EX(EJ +g

On peut observer que cette probabilité est aussi égale a p,,, (apparait dés lors que I’on a écrit

1 1
P(Fn):g pn+§).

Voir ex. [13] pour les notations

Pour tout entier naturel i compris entre 1 et n (au sens large), on note E; I’événement « obtenir une boule
blanche au i-iéme tirage ».

D’apreés la formule des probabilités composées :

=P(ElmEzm'"ﬂEn)
P, =P(E )x P(E /E )x P(ES/ElﬂEZ)X...X P(En/ElﬂEzﬂ...ﬂEM)
n n-1 n-2 ><n—(n—l)
o -1 2n-2" 2n—(n-1)

P, =

n-1

o n—k T i (ny’ 1
On peut écrire : p, = o P = 50U P = (20! ou encore p, =7
| )

i=1 i=1

\/ﬁ .

Gréce & la formule de Stirling, on obtient I’équivalent suivant : p, ~ "

E, : «laboule tirée au k-iéme lancer est blanche »
F. : «la boule tirée au k-iéme lancer est noire »

n

On cherche la probabilité p de I’événement LJ(F1 N..NE,NENF,N..NF).

k=1
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On a une urne a composition évolutive (il ne s’agit pas d’un schéma de Bernoulli)

On utilise la formule des probabilités composées :

P(B,NB,N..NB,)=P(B,)xP(B,/B,)xP(B,/B,NB,)x..xP(B, /B,NB,N..NB, )

1 2 n
=—X—X...X

2 3 n+1
Thel

On peut faire un tableau présentant la composition de I’urne étape par étape (comme pour un tableau
d’évolution de variables algorithmiques).

Chaque probabilité conditionnelle se calcule par logique et non par formule.

Pour tout entier naturel n>1, on note A, I’événement « le joueur gagne la n-iéme partie ».

1°) 1l s’agit de calculer :

P(A /A, )= P(ANA)

©Y P(ANA,)+P(ANA,)
_0,9x0,6
7 0,9%x0,6+0,1x0,8
27
T31

2°) 1-P(A,NA,N..NA,)=1-0,9x(0,4)""

1°) Faire une récurrence.

On considére les événements :

A : «un dé au moins a amené I’as » ;
B : « obtenir deux as ou plus ».

Bc A donc ANB=B

P(B
P(A

—

P(B/A)=

~—

On doit calculer P(A) et P(B).

P(A)=1-P(A)

=

1°) On fait un arbre avec les événements E; : « choisir I’'urne U, » et A : « tirer une boule blanche ».

La famille (Ei) constitue un systéme complet d’événements.



Donc d’apres la formule des probabilités totales, on a :

n

:Z(%X%j (car P(Ei)=% et P(A/Ei):%)

1 .
72'
i=1
:7Xn(n+1)
n 2
_n+1
2n
k
o n? 2k
29 P(E./A)= nn+l :n(n+l)
2n

Autre formulation de I’énoncé :
« Un homme cherche son parapluie qui se trouve dans un immeuble de sept étages (rez-de-chaussée compris)

avec la probabilité pe]0;1[. Il a exploré en vain les six premiers niveaux, quelle est la probabilité que le
parapluie se trouve au dernier étage ? On admettra qu’il n’y a pas a priori d’étage privilégié. »

On définit les événements E : « le parapluie est dans I'immeuble » et A, : « le parapluie est a I’étage i ».
On cherche P(An IANANNA):

P(ANANA,N..NA,)
P(ANA,N..NA,,)
=P(A,)

P (A ANAN..NA ) -

P(Eﬂxzﬂ--ﬂmk P(AlU"'UAn)
=1-P(A,U..UA,)
=1-[P(A})+P(A,)+..+P(A )]

=1-[P(A)+P(Ay)+..+P(A )] (car A;, A, ... A, sont deux a deux
incompatibles)

P(A)=P(E)xP(A/E) = px= =

S |lo

P(ANAN..NA)=1-(n-1) P

P (A0 A NA; NN =

=—— T  (réponse
0o (réponse)

P(M,UM,UM,U..UM,)=0,9
Les événements sont incompatibles.
Donc P(M,UM, UM, U..UM,)=P(M,)+P(M,)+..+ P(My)=30P(M,).

P(Mk)=03‘§=0,13

Le voleur ne s’est pas réfugié dans I’'une des 29 maisons.

P(B)=0,03x29=0,87 donc P(B)=1-P(B)=0,13.

P(EHM”)_P(MW)_O:(B 3

P(M, /B)= __*/_ - _2
( % ) p(B) 013 0,13 13
1 11
20) pn:pn—lXE"'(l_ pn—l)XE:E
19a) P(R)=—K_ : P(N)=—2
YVk+2 YVok+2
3k
b) P(R,NR,NR,)=———
) P(RINR NR,) 16(k +2)
3k 1 3k +16

) P(Re)=15(kr2) ka2 16(k+2)

d) Démontrer que R, et R, ne sont pas indépendants quelle que soit la valeur de k.
2°) On considere que k =2 et que la boule placée dans I'urne U, est replacée dans I'urne U, .

a)



13

27474

PRIR) =171 3

—X—=X—+

2 2 4

b) P(E):%x%x%+%x
;1
2

21y A-lo 2
0 0

Nl 8w

Wik Wik Wik

N
&

Ro
3
32_3
5 5
32
16 19

32 32 32

1 11
22y pt={0 1 2

0 0 1

On note A I’état « effectuer le tirage dans I’'urne 1 », B I’état « effectuer le tirage dans I’'urne 2 », C I’état
« effectuer le tirage dans I’'urne 3 ».
On peut tout simplement écrire 1, 2, 3 sur le graphe probabiliste a la place de A, B, C.

1
2°) L’état stable Sest | 0 |. Il s’agit de I’état stable naturel. Quand on tire dans I’'urne 1, on n’en sort pas.

On peut éventuellement utiliser le logiciel dcode.

p,>0,9 pour n=13

On rentre la fonction correspondante sur la calculatrice.
Pour n=1, n=2, n=3, onvoit 0 dans le tableau de valeurs.

Pour tout entier naturel i compris au sens large entre 1 et 2n, on note R; I’événement tiré une boule rouge
et V; I’événement tiré une boule verte.

On cherche P(R,NV,NR,NV,N..NR,, . NV, )+P(V,NR,NV,NR,N..NV,,,NR,,).

Exercice prévu pour le contréle du 14-1-2016 en Terminale
1°) On dresse un arbre de probabilités.



P(X=1)=P(B,NB,)+P(B,NB,)

_ nz—n+[N2—(1+n)N -nN +n(n+1)]
N(N-1)
_ nz—n+[N2—(l+2n)N +n(n+1)J
N (N -1)

_n’—n+N?—(1+2n)N+n(n+1)

N(N-1)
_2n*+N?—(1+2n)N
- N (N -1)

P(X=2)=1-P(X=1)
On sait que B, et El forment un systeme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités
totales :

E(X)=1xP(X =1)+2xP(X =2)
P(B,)=P(B.NB,)+P(B,NB,) E(X)=1xP(X =1)+2x(1-P(X =1))
E(X)=2-P(X =1)
:P(BI)XP(BZ/Bl)+P(Bl)XP(BZIBl) E(X):2_2n2+N2—(1+2n)N
N(N-1)
n n-t ( ”j n 2N (N -1)-[2n + N?~(1+2n)N |
=—x——4|1l-— |[x——
— _ E(X)=
N™N-1 N) N-1 (X) N(N-D)
_n(n-1)+(N-n)n E(X):2N2—2N—2n2—N2+(1+2n)N
T ON(N-D) N(N-1)
2 _ _op?
E(X)=N 2N -2n°+(1+2n)N
_ Nn—n N(N—l)
N(N-1 2 2
(N-1) £ (x)N*N+20N -2n
N(N-1)
_ny=1) NZ+(2n-1)N - 2n°
N E(X)=
N (N-1)
L
N A:(Zn—l)2+8n2
On constate que P(B,)=P(B,), résultat un peu surprenant mais qui résulte du calcul effectué.
29 A=12n*—4n+1

Les valeurs possibles de X sont x, =1 et x, =2.
On prend n=7. Déterminer N tel que le jeu soit équitable.



2°) Exprimer en fonction de n et de N la probabilité que la premiere boule tirée soit blanche sachant que la
deuxieme boule tirée est blanche.

La probabilité d’obtenir une somme strictement supérieure a 5 sachant que les deux numéros obtenus sont

différents est égale a %

Au tennis, le joueur qui « est au service » joue une premiére balle.

1°) 0,662
29) 0.483
0 075 0
1°) La matrice de transition en colonnesest M=[0,75 0 1.
0,25 0,25 0
1 0 0



