TS Exercices sur la loi exponentielle

Il N’y a quasiment pas de rédaction & mettre pearexercices.

La durée de vie d'un composant électronique emdseest modélisée par la loi de probabilité expbeks
P de paramétré. = 0,000€ sur[0;+ oo[ .

Donner la valeur exacte de chaque probabilité gamer la valeur arrondie au milliéme a l'aide e |
calculatrice.

1°) Calculer la probabilité qu’'un composant ait dineée de vie inférieure ou égale a 1000 heures.

2°) Calculer la probabilité qu'un composant soit@e en état de marche au bout de 500 heures.

On noteP la loi de probabilité exponentielle de paraméttmr[o T+ oo[ avec > 0.
Déterminer la valeur exacte dlesachant qu@([o : 70]) = 0,05,

On noteP la loi de probabilité exponentielle de paramélmjr[0;+oo[ avech > 0.
Déterminett tel que P([O ])= P([t ot oo[) .

E On noteP la loi de probabilité exponentielle de paramétsur[o ;+oo[ avech > 0.
1°) Calculery. tel queP([1;+o[) = %

2°) Dans cette question, on garde la valeuk dei a été trouvée a la question précédente.
CalculerP([3;5]).

On suppose que la durée d’'une conversation téfég® mesurée en minutes est modélisée par la loi
; N 1
exponentielld® de parametre. = 0 sur[O ;+oo[.

Vous arrivez a une cabine téléphonique et juseer@ament précis, une personne passe devant vous.
Quelle est la probabilité que vous attendiez

1°) plus de 10 minutes ?

2°) entre 10 et 20 minutes ?

@ Le laboratoire d'un lycée dispose d’'un parc d'tbestopes identiques. La durée de vie en années d'u
oscilloscope est une variable aléatoire notée Xsgitila « loi de durée de vie sans vieillissemeat encore
loi exponentielle de paramétkeaveck > 0.

1°) Sachant qu@(x >10) = 0,28€, donner la valeur arrondie au milliemeide

Pour les questions 2°) et 3°), on prendra 0,125 paleur de\.

2°) Calculer la probabilité qu'un oscilloscope dadale étudié ait une durée de vie inférieure oleéiy® mois
(valeur exacte puis valeur arrondie au millieme).

3°) Sachant gu’un appareil a déja fonctionné huigées, quelle est la probabilité gu'il ait une @udé vie
strictement supérieure a dix ans ? Donner la vagracte puis la valeur arrondie au millieme.

4°) On considére que la durée de vie d'un osciipsaest indépendante de celle des autres appasils.
responsable du laboratoire décide de commandesciboscopes.

Quelle est la probabilité qu’au moins un oscillgeeait une durée de vie strictement supérieureans®
Donner la valeur approchée au millieme.

5°) Combien I'établissement devrait-il acheter ditbgscopes pour que la probabilité qu'au moins ldientre
eux fonctionne plus de 10 ans soit strictement rsexpee a 0,999 ?

QCM

On s'intéresse a la durée de vie, exprimée en andée appareil ménager avant la premiére panngedt
modéliser cette situation par une loi de probaftitle durée de vie sans vieillissement, définie’suetvalle

[0;+co[, de paramétre. Ainsi, la probabilité d’un intervallf0 ;t[ , notéeP([O ;t[), est la probabilité que
I'appareil ménager tombe en panne avant l'instéinén années).

1°) Pourt >0, la valeur deP([t 1+ o) est
A:l-e™ B:e™ C:l+e™
2°) La valeur de pour laquelle on @([0;t[) = P([t ; + [) est

A:ln—2 B:L C:&
A In2 2

3°) D’apres une étude statistique, la probabilité tappareil tombe en panne avant la fin de lanpkee année
est 0,18. La valeur exacte dest alors

50 41 In82
A:lnl = B:In| — (O
(41} (50) In100
On s'intéresse a la durée de vie, exprimée enisesyal’un composant électronique. On modélisecett
situation par une loi de probabili®éde durée de vie sans vieillissement, définie 'tutetvalle [0 ;+oo[ Jla

t

probabilité que le composant ne soit plus en éanarche au bout desemaines es!?([o ;t[) :I rer .

0
Une étude statistique a montré qu’environ 50 % dbimportant de ces composants sont encore ¢nléta
marche au bout de 200 semaines, ce qui permetsie B0 ; 20() = O£

1°) Déterminer la valeur exacte e

2°) Quelle est la probabilité gu'un de ces comptsspris au hasard ait une durée de vie supérie808 a
semaines ? On donnera la valeur exacte et la vatearmdie au centiéme.

3°) On admet que la durée de vie moyedpede ces composants est la limite quand A tend-+versle

A
J- axe ™ k.
0

A

a) Calculerj e k.

0

b) En déduired,, (on détaillera bien le calcul de limite) ; on derela valeur exacte et la valeur arrondie a une

semaine pres.



Corrigé

1°) P([0;1000) = + €*°= 0,451
oi petiIs points (car on a mis le signe =)

On peut aussi écrirE([O ;100q) ~ 0,45 mais il faut ajouter entre parenthéses a droiteleur arrondie au
millieme ».

Il faut remarquer que la notion de chiffres sigrafifs n'est pas une notion mathématique. C’estnation
propre a la physique.

2°) P([500;+[) = €°*= 0,740.
Solution détaillée :
On noteP la loi exponentielle de paramétke= 0,000€ sur [0 ; +oo[.

1°) Calculons la probabilité gu’un composant ait une deée de vie inférieure ou égale a 1000 heures.

1000

P([O;looq):f 2 & d:[— @X]:)OO:—

0

@O0 @ o @0l - - P0000006 9~ @ (valeur

exacte)
D’aprés la caIcuIatriceP([O ;100q) ~ 0,45 (valeur arrondie au millieme)

2°) Calculons la probabilité qu’'un composant soit encar en état de marche au bout de 500 heures.

+o0
j re’™ &k — pas cette année
500

[500 +o[) = o
\—P([O;SOQ): 1—I rev H= i[- @)= 4 # - - - @
0

— e—500<0 0006 e 0,3: 01740

D’apres la caIcuIatriceP([SOO i+ oo[) ~ 0,74 (valeur arrondie au millieme)

,__In0gs

70

Solution détaillée :

Déterminonsk. tel queP([0; 70]) = 0,0% (1).

(1)@.[ re™ &= 0,0¢
0

& [-e>]" =008
o -e+e%=0,0t
o —e ™ 4+1= 0,0
o —e ™ =0,05 1
o e’ =0,98

< —700=1In0,9t

In 0,95
70

& h=-

A doit étre strictement positif ce qui est le caslnz§0,95) < 0 (puisque0< 0,95< J).

t= InTZ (temps de demi-vie)

Solution détaillée :

Déterminong tel que P([0;t]) = P([t ;+[) (1).

1)« P([0;t])=1

& P([0;t])=1

& 2P([o,t])=
1

P([0:1])
P([0:t])

= p([0:1)-

t
<:>J‘ re k=t
o 2

—AX l
e [-e ];:5

N 1
o —eMtype ==
2

o etp1=t
2

<:>—M:In1
2

& —M=-In2

2
A



[4]1°) a=In2;2°) P(

Solution détaillée :

19) P([l;+oo[)=% o)
1)< 1- P([O;:[):%
P(j0:1)=7

& P([0:1))=

1
& J‘ e
0

2
1
2

b8

l\)\l—‘

[5]1%) P(1L0:+o0[) = %
Solution détaillée :
1°) P(J10;+e0[) = 1

20

2°) P([10; 20)) :I

10

gz _ sm2_ L 1 1 1 1 1 1 1 3
[Bre)= e e g e g 2 e w
2°)
5
P([S;S]):I Le k= g3n2_ gbin2
3
1% méthode :
1 1 1 1 1 1 1 3
3;5 = _ 1 1 11
([ ]) 3In2 e‘SInZ em(zs) em(zs) 23 25 8 32 3

2° méthode :

3° méthode :

P([3:8)=(¢2) "~(¢7)

réel strictement positif)

- 12°) P([10;20]) = e*-

10
L e H=

0

SCEUR|

——

(]2

On utilise la définition (propriété du cours *"°

1 1

22

_1 1.3
8 32 3z

5_ 23_ 95_

=b?* (aréel quelconquey

e?= 0,2

[ ‘é*} /169 & —¢" 1°— =

(o

20x7

e =- e+ elU—— "B+ e 023

= 0,367.

[6]

1°) P(X>10)=0,286 (1)
Déterminons A.

Ona:P(J10;+o[)=1

~P([0;10)= Iw S R

(1) & '™ =0,28¢
& ~101.= In 0,28€
o ;. o286
10

Avec la calculatrice, on trouve ~ 0,125 (valeur arrondie au millieme).

2°) Calculons la probabilité qu’un oscilloscope du mode étudié ait une durée de vie inférieure ou égate
6 mois.

0,5
. _ Sx T o ax]%_ pm e - 9,062
P([O,O,S])—."0 re ot—[ e ]0 =— @% 4 @ = 1 &% (valeur exacte)
3°) Calculons la probabilité qu’un appareil ait une durée de vie strictement supérieure a dix ans sachant
qu’il a déja fonctionné huit années.

P((X>10 X>8 ~107. !
‘ ;(x) Ss(a) - i(();ils(;):ee-s;. =€ — g7 = ¢ 0% (valeur exacte)

(X >10) =(X >8) donc(X >10)(X >8)=(X >10)

P(X>10/X>8)=

ou

P([10;+ o[ N[ 8+ ) _
P([8;+[)

P((10#+) ™ o _ oo _ oz

P([10;+oo[ 8+ oo[): P([8;+oo[) =o€ —e?=¢

Valeur arrondie ...

N.B. : on peut aussi utiliser la propriété de dudéeie sans vieillissement.

P(X>10/X>8)=P(X>2)=€% = °®

4°) Calculons la probabilité qu’au moins un oscilloscog ait une durée de vie strictement supérieure a 10
ans.

Soit Y le nombre d’'oscilloscopes ayant une duréeielsupérieure ou égale a 10 ans.
Y suit la loi binomiale de paramétres-15 et p =0, 286.

P(Y >1)=1-P(Y=0)
=1- (105jx(1— 0,28§°x 0,286

=1-0,714
=0,993..



N.B. : Il nest pas forcément utile de faire appel diebinomiale ; on écrit directement : 3°) On sait quep([o 1[) =01¢ (2).
P(Y >1)=1-0,714°= 0,993

Or pour tout réel strictement positif, on aP([0;t[) = 1- e™.

5°) Déterminons le nombre d’oscilloscopes que I'étabBsment devrait acheter pour que la probabilité

gu’au moins I'un d’entre eux fonctionne plus de 1@ns soit strictement supérieure a 0,999. Donc
On cherche les entiers naturgliels quel- 0,714 > 0,99! (1). (@& 1-e"=01¢
< er=082
(1)< 0,714 < 0,00. & —3-In0.82
On ddile logarithme népérien. Aee 0'82
& In(0,714) < In( 0,00} < A=
< nlIn(0,719 < In( 0,00
(0.714 < In( 0,00} Or -In(0,82 = it L=t S
In(0,009) L o ) 0,82 82 82 41
n>m (on change le sens de l'inégalité car on dilésedeux membres pam (0,714 qui est 100
n{o,
strictement négatif)
In(0 00]) 1°) Déterminons la valeur exacte dé..
D’apres la calculatrice, on W =20,5055593..
n(0.714 On sait queP([0; 204) = 0 (1).
On trouven> 21.
L’établissement devrait acheter au moins 21 osildpes pour que la probabilité gu’au moins I'umttfe eux Qe ZDOX ™ k= 0.E
fonctionne plus de 10 ans soit strictement supégial0,999. 0 "
_ax 200
[7]19B:2°)A;3) A s[-e*] =05
~ 200 _
Solution détaillée : ©1-e"" =05
& e =0,k
19) P([ts+o[) =1-P([0:1]) (1) & —200.=- In2
1.[11 N S In 2
=1- e =—
0 200
:1f'1+ e 2°) Calculons la probabilité qu’'un composant pris au haard ait une durée de vie supérieure a 300
=e" semaines.

2°) On cherche la valeur d@our laquelle on aP([O )= P([t ;+oo[) Q). 1 1 1 1

P([300;+oo[):e’g'"2= ===

. . & & 2 o
On sait que pour tout réestrictement positif, on #([0;t[)=1- ™ et P([t;+w[)=e™.
_ (valeur exacte)
(1) o 1- e—kl — e—kl 2\/5
1=2e"
< 1 =0,353553390593
oMoz
2
& net= In1 P([300 ;+oo[) ~ 0,35¢ (valeur arrondie au milliéme)
& —At=-In2

_In2
A

<t



3°)
A
a) CalculonsJ‘ Ax e ™ .

0

On utilise une IPP.

On pose u(x)=Ax v(x):—e

_—AMAeM e 11
A

b) Déduisons-end,, .

A _ SAA _ A
d, = lim I Je ok doncd, = fim —~Ae €T+l
0

A+ A+ s

On poseX =2A.

_ -X _ X
d = lim Xe e’ +1

X—+w

X
lim (Xe™)=_lim ix: lim =0 car lim % =+ (limite de référence)

X—>+w X >+ g X >+ ex
X
lim e*=0
X—>+w
1
Doncd,=—.
A
20

0 (valeur exacte) soidl,, ~ 288 (valeur arrondie a 'unité).

Dou d,, =
In2



