Equations et inéquations trigonométriques

1ére S
avec des cosinus et des sinus (2)

Objectifs du chapitre :

- étudier la résolution d’équations trigonométris@gansk (et non plus dans un intervalle borné comme on I'a
déja vu)

- étudier la résolution d’inéquations trigonoméiieg nécessitant un changement d’'inconnue

Plan du chapitre :

|. Régles fondamentales

11. Exemples de résolutions d’équations trigonoméigues

I1. Equations trigonométriques particuliéres

IV. Résolution d’'une éguation trigonométrigue dansun intervalle donné (exemple)

V. Inéquations trigonométriques

VI. Utilisation de la calculatrice

VII. Point méthode pour la résolution d’'une éguatia trigonométrique dansR




|. Regles fondamentales

1°) Egalité de deux cosinus

a etb sont deux réels.

T

>
o
>

a=b+2kn (keZ)
cosa= codb sietseulementsi - ou
a=-b+2k'n (k'eZ)

Justification :
On note M et N les points images respectifa @b sur le cercle trigonométrique.
cosa= cod si et seulement si M et N ont la méme abscisse

si et seulement si M et N sont confondus ou syiméts par rapport a I'axe des abscisses

2°) Egalité de deux sinus

a etb sont deux réels.

a=b+2kn (keZ)
sina=sinb si et seulementsi < ou
a=n—-b+2k'n (k'eZ)

Justification :
On note M et N les points images respectifa@eb sur le cercle trigonométrique.
sina = sinb si et seulement si M et N ont la méme ordonnée

si et seulement si M et N sont confondus ou syimés par rapport a I'axe des ordonnées



I1. Exemples de résolutions d’éguations trigonoméigues

1°) Exemple 1

Résoudre danR I'équation cosx =

®)-

N~

Astuce de départ :% est le cosinus d% (% est une valeur remarquable du cosinus).

Réécriture de I'équation :

(1) s'écrit cosx= co%
(1) & cosx= co% (« on équilibre I'équation »)
g T
X:§+2krr (keZ)

& <ou (on « erdé® les cos avec la regle 1)

x=—%+ 2%k'n (k'eZ)

On écrit une seule équivalence devant un trait lénghas une équivalence devant chaque égalité).

Il'y a deux « familles » de solutions.

Soit S I'ensemble des solutions &) .

Sl:{%+2kn, keZ}U{—ES+ X'n, k'e Z}

' Remarque :
© On peut aussi écrireS:{—%+2k'n, K'e Z}U{%+ 2k, kez}.

Il n'y a pas d’ordre dans une union.

2°) Exemple 2

Résoudre danRk I'équation sin(x+ %] =

Astuce de départ :

Réécriture de I'équation :

N

—_—
ne pas développer

(2) s’écritsin x+ 2| = sin™
3 4

(2 & sin(XJrEj:silﬁt
3 4

Cx+Z=Ty okn (kez)
S 3 4

ou
x=n-~_T . ok'n (k'eZ)
4 3

$
0
0
Zou
_5n

x=——42kn (keZ)
12

X—E+2k'n (k'eZ)

Soit S, I'ensemble des solutions {@).

(2.

.

—£+2kn, keZ
12

fols

%+2('n,k'€Z

|




3°) Exemple 3 51
(%)

Résoudre darig I'équationcos X = sinx (3). B

Astuce de départ :

sinx= co{g— ) (formule de trigonométrie)

Réécriture de I'équation :

wo(3)
. n 8 . T
(3) s’écrit cos X = coE——x] M o[— *]
2 4
i B' Ms(&]
(3) & cosx= COEE— x] 8
, . 1% famille (points rouges) 2° famille (points verts)
: 3X:E—X+2k7r (kez)
& iou k=0:1 k'=0: -2
< - 8 4
‘ 3x:—§+x+2k'n (k'ez)
' k=1 X E_5T ki=1:-Tyg-3"
8 4

Cax="14 2k (keZ)

2 T 9n

& cou k:2.§+n=—
2x:—g+2k'n (k'ez)

keg: L, 3m_ 13
S a 8 2 8
¢ —+2km
Sx=2—— (kez) )
4 Ill. Equations trigonométriques particulieres
< cou
. P 1°) Regles
Cx=—2 (ki) _ _ _ . .
<: 2 Par lecture du cercle trigopnométrique, on obtiemsdchaque cas une seule famille de solutions.
S k
Cx=2. 5 (keZ)
8 2 cosx= 1< x=2kn (keZ)
< cou
=-1 = 2k keZ
x=—T i k'n (k'ez) cosx < x=n+2kn (keZ)
cosx= 0 x:g+kn (kez)
. T
Soit S, 'ensemble des solutions ¢8). sinx=1& x= >t 2%kn (keZ)
sinx=-1< x=-—~+2kn (kez)
s =%k ezl ikm kez 2
T8 2" PAR sinx=0 < x=kn (keZ)




2°) Justification

Donner 6 cercles trigopnométriques.
e Equation cosx = 1

Les solutions ont pour point image A.

Les solutions sont les nombres @, 2r, — 21, — 4r ...

Il s’agit des nombres de la formkmR2aveck e Z .

Une autre méthode consiste a appliquer la propgiédécée au début du cours.

cx=0+2kn (keZ)
cosx=1& ou
cx=-0+2k'n (k'eZ)

Les deux égalités correspondent en fait & une sealié x= 2kn aveckeZ .

e Equation cosx=— 1

Les solutions ont pour point image'.

A

B

Les solutions sont les nombres3r, —nt, — 3r ...
Il s’agit des nombres de la forme+ 2kn aveckeZ.

e Equation cosx = 0

Les solutions ont pour points images BBst

A

NN

A\

Les solutions sont les nombr%s 3—27[ -, - ..

Il s’agit des réels de la form§+ kn aveckeZ.

On peut aussi dire qu'il s’agit des réels de larfer %‘F kn aveckeZ.
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Une autre méthode consiste a appliquer la propgiédécée au début du cours.

}x:g+2kn (kez)
cosx= C& :ou
X=—g+2k'n (k'eZ)

Les deux égalités correspondent en fait & une égailﬂé—%+ kn aveckeZ.

e Equation sinx=1

Les solutions ont pour point image B.

Les solutions sont les nombrgs E+27r, E+47r, E—271, T an .
2 2 2 2 2

Il s’agit des nombres de la formge+ 2kn aveckeZ.

e Equation sinx=—-1

Les solutions ont pour point imadg' .

A

N

N

Les solutions sont les nombresfrr, —E+27r, —£+4r:, —E—Zn, —5—471
2 2 2 2 2

Il s’agit des nombres de la formeg+ 2kn aveckeZ.

e Equation sinx=0

Les solutions ont pour points images Afet.

A

A\
N

B

Les solutions sont les nombresW 2r, 3r, 4r, — %, — 2, — 31, — 4r ...

Il s’agit des nombres de la forrke aveck e Z .

12



IV. Résolution d’'une équation trigopnométrique dansun intervalle donné (exemple)

Résoudre danf0; 4] I'équation cos X =

N~

ere

1°" étape :

On résout I'équation darfs.

Astuce de départ :

(1) & cosx= co%

< T
S 2X:§+2k7t (keZ)
& ‘ou

Cox=-Tiokn (K'ez)
Q 3

?X:%+kn (kez)
N fou

S x:-g+ k'n (k'eZ)

<

1.

13

2° étape :

On cherche les solutions dafts; 4r].

1% famille ; x:g+kn (kez) 2*famille : x=-<+k'n (k'eZ)
On cherchek e Z tel que : On cherchek'e Z tel que :
0<E+kn<4rc . O<—£+k'n<47t
6 > i (n>0) 6
i (n>0)
0<Tik<4 0<-tik'<a
6 1 6
> *(‘6) "6
6 6 6
—}_—0,166.. }=0,166..
6 6
—=3,833.. %5:4,1666..
keZ k'eZ
Donc Donc
k:O > k':]_
ou ou
k=1 k'=2
ou ou
T k=2 Ck'=3
<ou lou
k=3 c k=4
1% famille : 2° famille :
Pourk=0, XZE‘FOTCZE Pourk'=1, x:—EJrrr:E
6 6 6
Pourk=1, XZE-HT:E Pourk'=2, x:—E+2n:&
6 6 6
Pourk=2, X:E+2n:@ Pourk'=3, x:—E+3n:&
6 6 6 6
Pourk=3, X:E+3n:& Pourk'=4, x:—E+4n:@
6 6 6 6

On donne I'ensemble des solutions dftis4n)].

Soier :{gv?? 5 6 6 6

6

|
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V. Inéquations trigonométriques 2° étape :

1°) Remarques préliminaires Or X =2x.

e Il n'y a pas de regle.

5t
e On utilise le cercle trigopnométrique. Donc % <2x< "
2°) Exemple > :2(2>0
T ox<X @0
o 1 12 12
Résoudre dans I’interval%— > : E} I'inéquation sin 2x > >
1% étape : SoitSI'ensemble des solutions de 'inéquation dangdivalle [— g ; %} .
On pose :X = 2X.
[l
2 2
VI. Utilisation de la calculatrice
—n<2x<™w x2 (2>0)
1°) Pour les cosinus
—-nt<X<™n
1
cosx=—
. 1 2
sinX >—=
Donc 2 B
T
Xe[-m;x] g 3
i
5 |
1 . 1
..... L7 -l 0 2 A
A' |
6 o i
6 i
A e} A i
1
B
Calculatrice
B' .
Mode radians :
D’apres le cercle trigonomeétrique : 0.5-1,04719..
T
Tex<> 3
6 6

La calculatrice donne une valeur dans I’intervalle[o ; 11:].
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2°) Pour les sinus

N A

T

2
. . T T

La calculatrice donne une valeur dans | |ntervalle[— 5 : —} .

VII. Point méthode pour la résolution d’'une équatia trigonométrigue dansR

e On regarde :

- s'il y a un cosinus dans un membre (et un seuldmen essaie de transformer pour avoir deuxntssj
- s'il y a un sinus dans un membre (et un seulement essaie de transformer pour avoir deux sinus

- s'il y a un cosinus dans un membre et un cogilans I'autre, on transforme le cosinus en sinug ou
contraire pour avoir soit une égalité de deux agssoit une égalité de deux sinus.

e Technique particuliére : changement d’inconnie cosx ou X =sinx.

o |l faut avoir des cosinus ou des sinus « pursas (fe cosinus avec des carrés, des cubes...).
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