La suite de Syracuse

Une suite de Syracuse est une s(l'urg définie par son terme initial, € N et par la relation de récurrence

u, :
o siu, est pair
Uy =19 2

n+l

3u, +1 siu, estimpail

1°) Recopier et compléter le tableau suivant desds de suites de Syracuse définies par des diffétermes
initiaux.

n|o| 1] 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8 9 10 11 12 13 14 15 16
u, | 4
u, | 5
u, | 6
u, | 7

Ce tableau signifie que dans la deuxieme ligngrendu, = 4, dans la troisiéme ligne on prengl=5 etc.

2°) Emettre une conjecture :

« A partir d’un certain rang se reproduit la séaugetie termes . . ... ... ...
Information :

Cette conjecture a été formulée en 1928 par leénadlicien allemand Lothar Collatz, puis présentée a
colloque de l'université de Syracuse (état de NewkyYen 1958. Elle a fait I'objet de nombreusesezches,

mais aucun mathématicien ne I'a, a ce jour, proavéimfirmée.

3°) Rédiger un algorithme en langage naturel qustsir le terme initial d’'une suite de Syracagesi qu’'un
entier naturel N et qui affiche les N premiers tesrde la suite.

4°) Programmer I'algorithme précédent soit sur @altice soit sur Algobox.
Ecrire le programme sur la copie (indiquer le med# calculatrice s'il s’agit d’'un programme sur
calculatrice).

5°) Le temps de vol d’'une suite de Syracuse reptéde rang du premier terme égal a 1.
Modifier I'algorithme du 3°) afin qu'il affiche leemps de vol de la suite au lieu des termes.

Une piste : utiliser une boucle « Tantque ».
Programmer cet algorithme et écrire sur la copieleveau programme.

6°) L'altitude maximale est le plus grand termdalsuite.
Modifier I'algorithme précédent pour qu'il affie également I'altitude maximale de la suite.

7°) Etablir un record de temps de vol et d’altituiaximale.

Facultatif : Faire des recherches sur la conjecture de Syracuse
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Corrigé

1°) Recopier et compléter le tableau suivant des termeke suites de Syracuse définies par des différents

termes initiaux.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 a6 (17
u, | 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 4 L
u, | 5 | 16| 8 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 . 4 2 il
u, | 6 3 110 5| 16| 8 4 2 1 4 2 1 4 2 | & P 1
u, | 7 | 22| 11| 34| 17/ 52 2 13 40 20 10 b 16 |8 4 2 1 4

2°) Emettre une conjecture :

« A partir d’'un certain rang se reproduit la ségqeede termed, 2, 1»

3°) Rédiger un algorithme en langage naturel qui fait aisir le terme initial d’'une suite de Syracuse airis

qu’un entier naturel N (set qui affiche les N premers termes de la suite.

Entrée :
Saisiru (valeur du terme initiale de la suite)
Saisir N

Traitement et sorties :
Afficher u
Pour i allant de 1 a Nraire

Si E(Ej: u
2)72

u
alorsprend la vaIeuE
Sinonu prend la valeuBu+1
FinSi
Affichen

FinPour

Deux remarques :

» Le fonctionnement de la boucle suppose que N(attention, a bien mettre N — 1 et non N).

¢ Si N =0, on aura uniqguement le terme initial qui s’affich@a boucle ne tourne pas).

4°) Programmer I'algorithme précédent soit sur calculatice soit sur Algobox.

: Prompt U

: Prompt N

:Disp U

:For (1,1, N)

JIf int(U/2)=U/2
: Then U/2-> U/2
:Else3U+1->U
:End

:Disp U

:End

Sur calculatrice, on peut introduire des « Pauseus avoir le temps de voir les termes.

Sur Algobox, la partie entiére est notée Floor.

5°) Le temps de vol d'une suite de Syracuse reptéde rang du premier terme égal a 1.
Modifier I'algorithme du 3°) afin qu'il affiche le temps de vol de la suite au lieu des termes.

Une piste : utiliser une boucle « Tantque ».
Programmer cet algorithme et écrire sur la copieleveau programme.

6°) L'altitude maximale est le plus grand termdalsuite.
Modifier I'algorithme précédent pour qu'il affi che également I'altitude maximale de la suite.

7°) Etablir un record de temps de vol et d’altitude maimale.



Les suites de Syracuse

Définition :

N étant un entier naturel non nul, on appsilée de SyracusgeN la suite(u,) d’entiers naturels définie de
la maniere suivante :

e Le premier terme est égal a N,;= N.

e On passe d’'un terme, au terme suivant, ,, de la maniére suivante :

n+l

Siu, est pair, on le divise par 2 1 u ;

it = 5 Yh
2

Siu, est impair, on le multiplie par 3 et on ajoute ;, = 3u, +1.

Exemples :

Suite de Syracusede 11:11-34-17-52-2%—40-20-10-5-16-8-4-2-1-4-12
Suite de Syracuse de 32:32-16-8-4-2442-4-2-1-4-2-1-4-2-1-4-12
Vocabulaire :

On constate que lorsqu’on progresse a l'intériéumel suite de Syracuse les termes peuvent augmenier
diminuer, puis augmenter a nouveau, etc.

Cela fait penser a un planeur qui monte ou desaargié des vents.
D’ou le vocabulaire suivant :

- on appellaltitude maximalda valeur du plus grand terme d’une suite de $igac
- on appelleurée du vola plus petite (lorsqu’elle existe) valeurmpour laquelleu, =1.

- on appelleurée du vol en altitudia plus petite valeur depour laquelleu,,, < N.

Exemple avec la suite de Syracuse de 11 :
11-34-17-52-26-13-40-20-10-5—-86-4-2-1
L’altitude maximale est 52.

La durée de vol est 14.

La durée de vol en altitude est 7.

Ces trois nombres se visualisent facilement erésgmtant graphiquement la suite de Syracuse derldep
points d'abscisse et d'ordonnéey;, :
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Propriété :

S'il existe un rang tel queu, =1, alors la suite de Syracuse est périodique ar pirtiindicep.

Démonstration :
On suppose qu'il existe un indipeel queu, =1.

u, est impair donai,,, =3u,+1 dotiu,, =4.

. 1 s
u, est pair donai,,, = > u,, dotu,,=2.

Up.y dolu,.,=1.

. 1
est pair dona,, = 2 Upiz



Onadonau,,;=u,. Les termes apras, ; sontdonc4-2-1-4-1 ...
Le cycle 1 — 4 — 2 revient périodiquement a paleit'indicep.

Plus précisément, saitun entier au moins égalpa
e Sin=p+3koukeN,alorsu, =1.

e Sin=p+3k+lolkeN,alorsu,=4.

e Sin=p+3k+2o00keN, alorsu, = 2.

Le tableau ci-dessous donne les vingt premierseiaies dix premieres suites de Syracuse pour fiessv
de 1 a10.

N=1| N=2 | N=3 | N=4 | N=5| N=6 | N=7 | N=8 | N=9 | N=10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 1 10 2 16 3 22 4 28 5
2 4 5 1 8 10 11 2 14 16
1 2 16 4 4 5 34 1 7 8
4 1 8 2 2 16 17 4 22 4
2 4 4 1 1 8 52 2 11 2
1 2 2 4 4 4 26 1 34 1
4 1 1 2 2 2 13 4 17 4
2 4 4 1 1 1 40 2 52 2
1 2 2 4 4 4 20 1 26 1
4 1 1 2 2 2 10 4 13 4
2 4 4 1 1 1 5 2 40 2
1 2 2 4 4 4 16 1 20 1
4 1 1 2 2 2 8 4 10 4
2 4 4 1 1 1 4 2 5 2
1 2 2 4 4 4 2 1 16 1
4 1 1 2 2 2 1 4 8 4
2 4 4 1 1 1 4 2 4 2
1 2 2 4 4 4 2 1 2 1
4 1 1 2 2 2 1 4 1 4

Il semblerait que quelle que soit la valeuNjel existe un indice tel queu, =1.

Cette conjecture est connue sous le normargecture de Syracusri conjecture de Collatz.

Cette conjecture a été formulée pour la premiéieedn 1928 par le mathématicien allemand Colla@4 Q1-
1990).

Les ordinateurs les plus puissants ont calculéamgrand nombre de termes pour des milliards dsirsadeN
(jusgu'aN =5x260= 5 764 607 523 034 230 () mais jusqu’a aujourd’hui aucun contre-exempleét&a
trouvé : un des termes de la suite est toujoursaa

Les plus grands mathématiciens du monde entiet (@ de I'université de Syracuse aux Etats-Unit)
cherché en vain a prouver cette conjecture (ocentraire).

Selon le mathématicien hongrois Paul Erdds (19136),% les mathématiques ne sont pas encore
suffisamment mdres pour résoudre un tel probleme ».

Celui qui prouvera soit que la conjecture de Sysa@st vraie, soit qu’elle est fausse, rentrera aRanthéon
des mathématiciens et son nom sera vénéré jusgtitides temps. Affaire a suivre...



