1% S Les vecteurs du plan

Obijectifs :

- consolider les acquis de seconde

- approfondir le calcul vectoriel abordé en seconde

- mettre en ceuvre le calcul vectoriel pour démontrer des propriétés
Les vecteurs seront utilisés en physique lors de I’étude des forces.

|. Translation et vecteurs

1°) Définition d’un vecteur

Si la translation qui transforme A en B transforme aussi Cen D, Een F, Gen H..., on dit qu’il s’agit de la
translation de vecteur u représenté par AB ou CD ou EF ou ....

u=AB=CD=EF=..

2°) Vecteur défini par deux points distincts

Lorsque A et B sont distincts, le vecteur AB est défini par : B
e sa direction : celle de la droite (AB) ;

e sonsens : celuide Avers B ;

e sanorme : la longueur AB

A

A est parfois appelé I’origine du vecteur AB ; B est parfois appelé I’extrémité du vecteur AB.
Le vecteur AB est un « objet » mathématique caractérisé par 3 choses : sa direction, son sens, sa norme.
3°) Deux notions a ne pas confondre : direction et sens.

4°) Norme

La norme d’un vecteur l] est notée H u H

Remarque : H AB H =AB.

11. Egalité de deux vecteurs

1°) Définition

Dire que les vecteurs AB et CD (A = B et C = D) sont égaux signifie qu’ils ont méme direction, méme sens
et méme norme.

2°) Caractérisation

Dire que AB=DC signifie que ABCD est un parallélogramme. / /

I11. Addition

1°) Relation de Chasles

AB+BC=AC
c
U+v
v
A u B
u=AB
v=BC

Application : construction de la somme de deux vecteurs en mettant les vecteurs « bout a bout ».

2°) Regle du parallélogramme

AB+AC =AM ol ABMC est un parallélogramme.

Application : construction de la somme de deux vecteurs ayant la méme origine.




3°) Vecteur nul

Le vecteur nul 0 est le vecteur AA, BB...
Propriété : Pour tout vecteur U, ona: u+0=U.
4°) Vecteur opposé

BA est le vecteur opposé au vecteur AB.
BA=-AB et AB+BA=0

5°) Soustraction de deux vecteurs

o Définition

La différence u—v de deux vecteurs u et v est définie par u—v=u +(—v).

e Application : forme soustractive de la relation de Chasles.

Forme intéressante pour décomposer un vecteur a I’aide de deux autres vecteurs.

1V. Multiplication par un réel

1°) Définition

u est un vecteur et k un réel.

Le produit du vecteur u par le réel k est le vecteur ku est le vecteur défini ainsi.

*Siu=0ou k=0,alors k0=0 et Ou=0.
«Siu=0ou k=0,alors ku est le vecteur :

- de méme direction que U,

- de méme sens que u si k >0, de sens contraire si k < 0,
- de norme égale & | k | fois celle de u

2°) Remarque sur la norme
[ =1k u]
Exemple :

|-2i]=l-2x]u]-2-a]

3°) Propriétés

Pour tous vecteurs u et v et pour tous réels k et k :
e (-Du=-u;

< k(ktu)=(kk)d;

* k(u+v)=ku+kv

o (k+k")u=ku+k'u

« ku=0 équivautak=00u u=0.

V. Vecteurs colinéaires

1°) Définition

On dit que deux vecteurs u et v sont colinéaires lorsque : U

« ils sont non nuls et ont la méme direction /
ou -

« I’'un au moins des deux vecteurs est nul. \

Par définition, le vecteur nul est colinéaire & tout vecteur.
Deux vecteurs colinéaires non nuls ont la méme direction mais n’ont pas forcément le méme sens.
2°) Caractérisation

Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si on peut exprimer I’'un en fonction de I’autre.

u et v sont deux vecteurs tels que u soit non nul.
Dire que u et v sont colingaires signifie qu'il existe un réel k tel que v=ku.

3°) Application a I’alignement et au parallélisme

« Dire que A, B, C sont trois points alignés équivaut a dire que les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

B C

« Dire que (AB) et (CD) (A = B et C = D) sont paralléles équivaut a dire que les vecteurs AB et CD sont
colinéaires.

B



4°) Remarque VII. Retour sur la translation

Ne pas confondre colinéarité et égalité de vecteurs. 1°) Définition de I’image d’un point

VI. Milieu d’un segment U est un vecteur fixé du plan.

Pour tout point M quelconque du plan, il existe un unique point M’ tel que MM' = u.

1°) Propriété (caractérisations vectorielles du milieu d’un segment)

Le point M’ est appelé I'image de M par la translation de vecteur u (ou le translaté).

By
2

I milieu de [AB] équivaut & Al =

équivaut a Al =1 u .
équivaut a 1A+I1B=0
M

A | B
—A——AS—] 2°) Propriété

2°) Proprieté (réduction d’une somme) A et B sont deux points quelconques distincts du plan.

e Enoncé

M’ est I'image de M par la translation de vecteur AB signifie que ABM’M est un parallélogramme.

A et B sont deux points quelconques du plan. 3°) Construction du translaté
I est le milieu de [AB].

Diverses méthodes :

Pour tout point M du plan, on a: MA+MB =2 Mi

- utilisation du quadrillage
' - utilisation du compas (construction du 4° sommet d’un parallélogramme)
e Figure - utilisation de la régle et I’équerre (pour tracer les paralléles)

Un chapitre spécial sera consacré ultérieurement aux propriétés de la translation.

o Démonstration

A+MB=Mi+IA+MI+IB (relation de Chasles ; on introduit le point 1)

MI+IA+IB (car | est le milieu de [AB])
ATE
0

Il
N

MI

N



) i 3. Retour sur les milieux
Point-méthode

Pour démontrer qu’un point est le milieu d’un segment a I’aide des vecteurs, on utilise I’'une des 3

1. Retour sur vecteurs colinéaires et alignement caracterisations qui ont éte rappelées.

Pour démontrer que trois points A, B, C sont alignés a I’aide des vecteurs, il suffit de démontrer que deux
vecteurs sont colinéaires.

On a 12 choix possibles :

AB et AC *
AB et CA
BA et AC
BA et CA

BA et BC
BA et CB
AB et BC
AB et CB

CA et CB

CA et BC

AC et CB

AC et BC

Il vaut mieux privilégier le 1 choix : les lettres sont dans I’ordre alphabétique, la 1% lettre est le point commun
aux représentants des deux vecteurs.

2. Retour sur vecteurs colinéaires et parallélisme

Pour démontrer que deux droites (AB) et (CD) sont paralléles & I’aide des vecteurs, il suffit de démontrer que
deux vecteurs sont colinéaires.

On a 4 choix possibles :
AB et CD *

AB et DC

BA et CD

BA et DC

Il vaut mieux privilégier le 1% choix : les lettres sont dans I’ordre alphabétique.



4. Retour sur la configuration du parallélogramme
Egalité de vecteurs

e Si ABCD est un parallélogramme, alors AB =DC.

« Réciproquement, si AB = DC, alors ABCD est un parallélogramme.

On peut exprimer ces deux énoncés dans une seule propriété a I’aide de la locution « si et seulement si » :

ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB=DC .

Commentaire :
La réciproque d’une propriété n’est pas toujours vraie.

On peut écrire d’autres égalités :

Somme de vecteurs

e Si ABCD est un parallélogramme, alors AB+AD =AC.

« Réciproquement, si AB+AD =AC, alors ABCD est un parallélogramme.

On peut exprimer ces deux énoncés dans une seule propriété a I’aide de la locution « si et seulement si » :

ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB+AD =AC.

Commentaire :

D’autres égalités sont possibles.

Utilisation

Pour démontrer qu’un quadrilatere est un parallélogramme a I’aide des vecteurs, on utilise I’une des deux
caractérisations qui ont été rappelées :

- égalité de deux vecteurs ;
- somme vectorielle.

Pour démontrer qu’un quadrilatere est un parallélogramme a I’aide des vecteurs on utilise un seul sens des
propriétés traduites & I’aide d’un « si et seulement si » : le sens de droite & gauche.

«Si ..., alors .... est un parallélogramme. »

Remarque

Pour les parallélogrammes, on pourrait démontrer que les vecteurs définis par les cotés sont colinéaires, mais

c’est souvent long et maladroit ce qui explique qu’on ne le fasse pas.
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5. Retour sur les vecteurs colinéaires
Attention

Les vecteurs colinéaires servent a démontrer
- que des droites sont paralléles (et par exemple a démontrer qu’un quadrilatére est un trapéze) ;
- que des points sont alignés.

Les vecteurs colinéaires ne servent pas :
- pour démontrer un milieu ;
- pour démontrer des parallélogrammes.

6. Calcul vectoriel

Quelques principes

Dans un calcul vectoriel,

e 0n peut remplacer un vecteur par un vecteur qui lui est égal.
o transformer les différences en somme (opposé d’un vecteur)

o utiliser la relation de Chasles

- pour décomposer un vecteur ;
- pour réduire une somme de vecteurs.

Attention néanmoins & ne pas réduire n’importe comment.

Exemple :

2AB +BC ne peut étre réduit & cause de la présence du nombre 2 devant le vecteur AB (impossibilité de
réduire avec la relation de Chasles)

2AB+BC n’est pas égal au vecteur AC ni au vecteur 2AC.

Utilisations
o Réduire une somme (au sens algébrique) de vecteurs.
o Exprimer un vecteur en fonction de deux autres vecteurs.

Dans quel but ?

On démontre que des vecteurs sont égaux ou colinéaires pour en déduire des propriétés géométriques
(parallélogramme, alignement de trois points, parallélisme de deux droites).
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Combinaison linéaire de deux vecteurs
Définition

On appelle combinaison linéaire de deux vecteurs u et v tout vecteur de la forme ou+Bv ol o et B sont des
réels.

Cette définition s’applique a plus de deux vecteurs.

Exprimer un vecteur w en fonction de deux autres vecteurs U et v c’est I’exprimer comme combinaison
linéaire de ces deux vecteurs : au+pv.

7. Notations en géométrie
Milieu d’un segment et pas milieu d’un segment.

Symbole // : on Iutilise a bon escient.

La norme d’un vecteur u n’est pas notée u sans fléche sans norme sans rien comme en physique !

/

|-

kaaH sik>0

—kaﬁH sik<0

La relation de Chasles n’est pas valable que pour les vecteurs mais n’est pas valable pour les distances.
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Décomposer un vecteur selon deux vecteurs non colinéaires.
Si possible choisir deux vecteurs ayant la méme origine

Pour décomposer les vecteurs : on s appuie plutdt sur les hypothéses que sur la figure (d’ou la nécessité
d’écrire les hypothéses).

Décomposer 1 vecteur selon 2 vecteurs non colinéaires
2 vecteurs si possibles de méme origine

Avant de commencer la résolution d’un exercice

e Figures

Triangles disposition des points
Parallélogramme : disposition des points
Codages des milieux.

e Partage d’un segment (division réguliere) : utilisation des carreaux, méthode avec le théoreme de Thales
(demi-droite auxiliaire).

o Ecrire les hypotheses dans un encadré a la régle & coté de la figure.
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