1% s ' Les angles orientés |

|. Introduction

1°) Connaissances sur les angles géométriques

< X/O\y s angle saillant

O : sommet
[Ox) et [Oy) : cOtés

xOy : angle rentrant

On sait mesurer des angles en degrés.

On connait le vocabulaire des angles géométriques saillants (angles adjacents c’est-a-dire angles ayant un coté
et donc un sommet commun et situés de part et d’autre de ce c6té commun, angles opposés par le sommet,
angles supplémentaires, angles complémentaires, angles adjacents supplémentaires, angles adjacents
complémentaires) et les propriétés des mesures en degrés (angles opposés par le sommet, somme des mesures

des angles d’un triangle, angles alterne-internes ; théoréme de I’angle inscrit).

(N.B. : La notion d’angle aigu, obtus ou droit n’est valable que pour les angles géométriques saillants.)

2°) Dans ce chapitre

¢ On va apprendre une nouvelle unité de mesure d’angle : le radian.
¢ On va considérer un nouveau type d’angle : angle orienté de vecteurs.

I1. Le radian

1°) Définition

C est un cercle de centre O et de rayon 1 (une unité de longueur ayant été choisie).
A et B sont deux points quelconques de C.

La mesure en radian de I’angle géométrique AOB est égale a la longueur de I’arc AB.

C
A A
2°) Correspondance
Le périmetre de C est égal AP =2xnx1=2nx.
A et B sont deux points de C diamétralement opposés.
C
180°
B LA A
0 1

La longueur de chacun des deux arcs d’extrémités A et B est donc égale & m.
180°=m rad

3°) Angles remarquables

Mesures en degrés | 0° 30° 45° 60° 90° | 180°

Mesure en radians 0

o3
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Autres valeurs utiles

Mesures en degrés | 120° | 135° | 150°

Mesure en radians — — —




4°) Exercices

e Convertir 20° en radians.

20° o
\ 180

x rad \4 n rad

o Convertir 1 radian en degrés.

1 rad nrad
X ° 180°
180
X="—
T
1rad »57,295...°
5°) Longueur d’un arc de cercle
Hypothéses :
B
C est un cercle de centre O et de rayon R C
A et B sont deux points quelconques de C.
On pose : AOB = x rad . A
xR
/\
Rayon du cercle 1 R
Longueur de I’arc X R x x
-_—
T x R

Par définition du radian

Iong(ATE\’;) =RxX

N.B. : Cette formule est également valable pour un grand arc.

x rad

I11. Orientation du plan

1°) Plan orienté

On dit que le plan est orienté lorsque I’on décide de tourner dans le sens contraire des aiguilles d’une montre a
aiguilles sur tous les cercles du plan.

Sens positif
trigonométrique
direct

Sens négatif

anti-trigonométrique
indirect

Dans tout le reste du chapitre, le plan est orienté.
2°) Cercle trigonométrique

Définition

On appelle cercle trigonométrique un cercle orienté de rayon 1.

3°) Parcours sur un cercle entre deux points

("



1V. Ensemble des mesures en radians d’un angle orienté

1°) Position du probléme
u et v sont deux vecteurs non nuls du plan.
A
g
Ces deux vecteurs forment un angle orienté de vecteurs noté (D ; V).
A a l’ordre.
2°) Définition
C est un cercle trigonométrique de centre O.

On note A et B les points de C tels que :
- OA soit colinéaire et de méme sens que U ;
- OB soit colinéaire et de méme sens que v.

Pour mesurer I’angle orienté (ﬁ ; V), on considére les trajets sur le cercle C qui vont de Aa B.

Un trajet a une longueur .

On décide que :

e Si I’on a tourné dans le sens positif, alors @ est une mesure en radians de I’angle orienté (D ; V) (ou
(OA; 0B)).
« Si I’on a tourné dans le sens négatif, alors @ est une mesure en radians de I’angle orienté (ﬁ ; V)

(ou (O—A;O—B)).

2°) Exemple

On s’intéresse & I’angle orienté (O—A : O—B)

L] A

T T
;—+ 271 y—+4m ...
périmétre du cercle

T
2

E—Zn ; E—47r
2

Les mesures en radians de I’angle orienté (O—A ; O—B) sont tous les nombres de la forme g+ 2km avec keZ.
On écrira :

(O—A;@)=g+2kn (keZ)

ou n On ne met pas I'unité (le radian est sous-entendu).
(0A;08)=2
2
T an T o xr T iom T an
2 2 2 2 2
-4 -2n 0 2n 4n

4°) Propriété

Si x est une mesure d’un angle orienté (ﬁ ; V) (u et v sont deux vecteurs non nuls), alors les mesures en
radian de cet angle orienté sont tous les nombres de la forme x+2kn, ke Z.

5°) Corollaire

X ety sont deux mesures en radians d’un méme angle orienté de vecteurs si et seulement si x —y est un multiple
entier de 2.




6°) Rappels sur les ensembles de nombres V. Mesure principale d’un angle orienté

o N : ensemble des entiers naturels (c’est-a-dire positifs ou nuls) 1°) Définition

N={0;1;2;3..} La mesure principale en radians d’un angle orienté de vecteur est la mesure en radians de I’angle orienté
comprise dans I’intervalle ]-= ; ]

¢ Z : ensemble des entiers relatifs (positifs ou négatifs)

2°) Interprétation

Z={.-2;-1:011:2..} On note x la mesure en radians de I’angle géométrique AOB (x e [O; n]).

e D : ensemble des décimaux relatifs

B
Exemples : -1,54 ; 3,075 C A @ C @
A A

La partie décimale doit s’arréter.

A
v
¢ Q : ensemble des nombres rationnels (nombres qui peuvent s’écrire comme quotient de deux entiers
relatifs) B
Nombres qui peuvent s’écrire X (xeZ et yeZ") = .55 inci ienté
e y € y X est la mesure principale de I"angle orienté¢ (OA ; OB). | - X st la mesure principale de 'angle oriente
(OA;0B).
1 4 5
Exemples: ==0,3333...; -——=-0,8; — - - .
P 3 5 7 Cas particulier : A et B sont diamétralement opposés
e R : ensemble des nombres réels
Exemples : 7, /2.
C
T
N < ZcDcQcR B Y A

| (0]
« est inclus dans »
7 est la mesure principale en radians de I’angle orienté (O—A : O—B)

3°) Méthode pratique pour déterminer la mesure principale d’un angle orienté

e Exemple 1

- - - - 25
u et v sont deux vecteurs non nuls tels que (u ; v) =Tn.

Déterminer la mesure principale en radians de I’angle orienté (ﬁ ; V).

On encadre 25 (au numérateur) par deux multiples entiers de 4 (dénominateur).

4x6<25<4x7



On va utiliser 4 x 6 car 6 est pair pour décomposer 25.

@_n+24n
4 4
n 24n
7+7
4 4
n 24n
=—4 —
4 4
=T 3x2n
b1
—el-nm;n
T elmin]
3eZ

Donc % est la mesure principale en radians de I’angle orienté (D : V).
e Exemple 2

[ - - 11
u et v sont deux vecteurs non nuls tels que (u ; v) :Tn'

Déterminer la mesure principale en radians de I’angle orienté (D : V).

On encadre 11 (au numérateur) par deux multiples entiers de 3 (dénominateur).

3x3<11<3x4
On va utiliser 3 x 4 car 4 est pair pour décomposer 11.

ﬁ_lZn—n
3 3

=2><21r—E
3

—ge]—n;n]

2¢Z

T - . , P
Donc ~3 est la mesure principale en radians de I’angle orienté (u ; v).

4°) Angle orienté de deux vecteurs orthogonaux

u et v sont deux vecteurs orthogonaux non nuls (c’est-a-dire que leurs directions sont orthogonales).

1°" cas

2° cas
=

<l

BAENIE]

u

T
v 2

Angle droit direct

Angle droit indirect

VI. Le plan orienté muni d’un repére orthonormé direct

1°) Définition d’un repére orthonormé direct

On dit qu’un repére(O,T, ]) est orthonormé direct pour exprimer qu’il vérifie les 2 conditions :

C,: H i H:H i H:l (pour I’unité de longueur choisie)

Onditque i et j sont normés ou unitaires.

C,: (T;]):

N3

2°) Définition du cercle trigonométrigque attaché au repére

Cercle C de centre O et de rayon 1 orienté dans le sens direct.

B
C
r
+7
q 2
A 0
5

10




A(1;0) B(0;1) A(-1;0) B(0;-1)

3°) Définition de I'image d’un réel x sur le cercle trigonométrique

e Pour tout réel x, il existe un unique point M sur le cercle trigonométrique tel que x soit une mesure en radians
de I'angle orienté (O—A : O—M)
e On dit que M est I'image de x sur le cercle trigopnométrique.

M est I'image de x sur le cercle trigonométrique signifie que (O—A : O—M) =X.

On a donc une application R — C
X — M(x)

VII. Images sur le cercle trigonométrigue des valeurs remarguables

T s r
1°) Images de 3 et valeurs associees

2
2(3 Mim
3
27
\3| n
Al 3 A
"X/ _m
] 3
_4T
B
T
(5] )

g rad = 60° = I'un des angles d'un triangle équilatéral

Pointe séche du compas en A.

On reporte au compas (principe de construction d’une rosace ou d’un hexagone régulier inscrit dans un cercle).

11

T -
2°) Images de r et valeurs associees

B
51
MZ(— b
6 M, | =
5 (GJ
6 T
A’ 5 A
T
57
- T
6 M,| —=
MS(—5—E 4( Gj
6
=

g rad =30° = I'un des angles d'un demi-triangle équilatéral

=90°-30° = complémentaire de I'un des angles d'un demi-triangle équilatéral

On reporte le rayon.
Pointe seche du compas en B.

T -y
3°) Images de " et valeurs associées

B
3n n
Mz(? Ml(ZJ
3n
T
A Z A
_r
UG
4
T
M| ==
2] (-3
4 B

% rad = 45° = la moitié d'un angle droit

Construction des bissectrices (compas ou carreaux).
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VIII. Orientation d’une figure (angles orientés et configurations)

1°) Orientation d’un triangle

» On dit qu’un triangle ABC (les sommets étant nommés dans cet ordre) est direct pour exprimer que la
mesure principale de I’angle orienté (A—B : A—C) est positive.

» On dit qu’un triangle ABC (les sommets étant nommés dans cet ordre) est indirect pour exprimer que la
mesure principale de I’angle orienté (A—B : A—C) est négative.

C

2°) Orientation d’un rectangle

¢ On dit qu’un rectangle ABCD (les sommets étant nommeés dans cet ordre) est direct pour exprimer que
(A—B : ﬁ) I
2
¢ On dit qu’un rectangle ABCD (les sommets étant nommeés dans cet ordre) est indirect pour exprimer que

—
(AB,AD)——E.
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IX. Propriétés des angles orientés

1°) Relation de Chasles pour les angles orientés
(admise sans démonstration)

u, v, w sont trois vecteurs quelcongues non nuls.

o Si x est une mesure en radians de I’angle orienté (ﬁ ;\7) ety est une mesure en radians de I’angle orienté
(\7 : W) ,alors x+y estune mesure de I’angle orienté (D : W).
« On dira que la somme des angles orientés (ﬁ : Q) et (\7 : v—v) est I’angle orienté (ﬁ : Vv).

e On écrira ; (G;Q)+(Q;W)=(D;VV).

=l

Cette propriété généralise la propriété d’additivité des mesures pour les angles géométriques adjacents vue en
6°.

2°) Angle orienté de deux vecteurs colinéaires non nuls
u et v sont deux vecteurs colinéaires non nuls.

1% cas: u et v sont colinéaires de méme sens

v
g
(ﬁ,ﬂ =0 (angle nul)
2°cas: u et v sont colinéaires de sens contraire
T
v o g

Utilisation pour I’étude de configurations d’alignement ou de parallélisme : voir exercices.

14



3°) Angles orientés opposés

=

u et v sontdeux vecteurs quelconques non nuls.
D’aprés la relation de Chasles : (ﬁ : \7)+(\7 : ﬁ) :(ﬁ : ﬁ)

angle nul

On écrit : (D;V)+(\7;ﬁ)=0
ou encore : (\7 : ﬁ) :—(G;Q).

On dit que Iangle orienté (\7 : ﬁ) est I’'opposé de I’angle orienté (ﬁ : V).

4°) Angles orientés formés par les opposés de deux vecteurs non nuls

u et v sont deux vecteurs quelconques non nuls.

<l

=l

e Commentaires

Un —: ¢a ajoute m.
Deux — : ¢a ne change rien.

Pour la 3° égalité, on retrouve la propriété des angles opposés par le sommet (démontrée avec la symétrie
centrale).

15

o Démonstration

(—ﬁ;\7)= (—ﬁ;ﬁ) +(ﬁ;\7)

[NE——
vecteurs colinéaires
de sens contraires
=T+ (U ) V)
= (U ) V) +7
(Ui=v)=(uv)+ (vi-v)
vecteurs colinéaires
de sens contraires
=(U;v)+n
(<u5=v)= (-usu) +(usv)+ (v;-v)
[NE— N7
vecteurs colinéaires vecteurs colinéaires
de sens contraires de sens contraires
=T+ (U ) V) +T
= (u ; v) +27n

-55)

5°) Angles orientés formés par les multiples de deux vecteurs non nuls

u et v sont deux vecteurs quelconques non nuls.
k est un réel non nul.

e Figures
k>0 (exemple: k=2) k<0 (exemple: k=-2)
u
v,
g
s ku g
kv
e Régle

(kﬁ ; k\7):(ﬁ;\7)
o Démonstration

(kﬁ : k\7)=(kﬁ;ﬁ)+(ﬁ ;\7)+(\7;k\7)




1% cas :

(kﬁ ; k\7):0+(ﬁ ;\7)+0
(kﬁ;k\?):(ﬁ;\?)
2°cas :

(kﬁ : k\7)=n+(ﬁ ;\7)+n
(kﬁ;k\?):(ﬁﬁ)

o Généralisation

u et v sontdeux vecteurs quelconques non nuls.
k et k” sont deux réels non nuls.

(ﬁ : V) sik et k' sont de méme signe

(D : V) + sik et k’ sont de signes contraires

6°) Formulaire récapitulatif

]

c
o
—_
Il
o

—_—~ e~/
j==y) <! < <

(ﬁ ; V)+n si k et k” sont de signes contraires
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7°) Exemple d’utilisation en exercice

A, B, C sont trois points quelconques tels que A=B et A=C.

C— v

([BAl:ac) - (-A8:AcC)
:(ATB;A—C)Ht] o

(m M —AC AB
j regle

AC AB
AB AC

18



Cercle trigonométrique Déplacements sur le cercle trigonométrique
Un cercle trigonométrique, c’est comme une grosse horloge dont I"aiguille est fixée a I’origine O. Configu rations associées

; . On part toujours de A.
I1'y a une convention de sens de parcours :

+ : sens contraire des aiguilles d’une montre
- 1 sens contraire des aiguilles d’une montre.

On va regarder le demi-cercle supérieur.

Image d’un nombre compris entre O et 7.

1. Valeur quelconque
1,3

On convertit 1,3 rad en degré.
On place M au rapporteur.

2. Valeur remarquable

Points fixes a connaftre
On n’utilise pas le rapporteur.

A©0), B(§> | A (m)

3n .
7 on effectue une construction.

T
4

19



1. Multiples (entiers) de g

Utilisation du compas pour diviser le cercle en 6 parties égales a partir du point A.
On obtient 6 arcs de mémes longueurs.

Deux points appartiennent & I’axe des abscisses.

On passe I’axe des ordonnées.

(o]

21

2. Multiples entiers de g

Partage du cercle trigonométrique en 4.

. . m 2n 3n 4n
Faire apparaitre —, —, —, —.
2 2 2 2

22



3. Multiples entiers de g

Diviser le cercle trigo en 12 parties égales.
11n

Placer E,
6 6

23

Rectangle formés par les angles associés a pi /3
Pi /3 + pi
-Pi3

24



| COMMENTAIRES]

Les + dans les rond indiquant le sens positif de rotation ne sont pas trés visibles.
Bien dire, et le montrer sur des figures, que pour tout angle orienté, on peut toujours faire apparaitre une mesure
positive et une mesure négative (la plus petite mesure positive et la plus grande mesure négative).

Bien dire aussi que I’'une des deux seulement est la mesure principale de I’angle orienté.

orienté AB ...

Bien dire que les figures sont en général dégagées complétement du cercle trigonométrique : il n’est donc pas
utile du tout de faire un cercle trigonométrique.

Faire une animation sur le cercle trigonométrique (suggéré par un éléve qui me I’a montré avec le doigt).
Droite qui tourne dans le cercle trigonométrique.

On prend un point M sur le cercle trigonométrique et I’on trace la demi-droite [OM).

Ce point M est défini grace a un curseur

On met M en animation ce qui permet de voir tourner la demi-droite [OM).

Cela permet de voir une premiére fois le concept de « droite qui tourne » que I’on va revoir dans I’année avec la
notion de dérivée.

Sorte de point de vue cinématique.
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