TS3 ' Devoir pour le lundi 8 mars 2010 |

1. On dispose de deux urnes U, et U, contenant des boules indiscernables au toucher.

L’urne Uj contient a boules blanches et b boules noires ; I’'urne U, contient ¢ boules blanches et d boules
noires.

On tire au hasard une boule dans U; ; on la met dans U,, puis on tire au hasard une boule dans U, et on la met
dans U;.
L’ensemble de ces opérations constitue une épreuve.

1°) Faire un arbre de probabilité avec les événements
B; : «on a tiré une boule blanche dans I’urne Uy » ;
N; : « on a tiré une boule noire dans I’'urne U; » ;

B, : «on a tiré une boule blanche dans I'urne U; ».
N, : « on a tiré une boule noire dans I’'urne U, ».

2°) Calculer la probabilité de I’événement A : « aprés I’épreuve, les urnes se retrouvent chacune dans leur
configuration de départ ». Donner I’expression sous forme factorisée en fonction de a, b, c, d.

Pour tout entier k >1, on note E, I’événement « le jeton sorti de S, est blanc » et on note p, sa probabilité.
I ne sert a rien de faire un arbre ; on fera un seul arbre dans la question 3°).

1°) Donner la valeur de p,.
2°) Compléter le tableau :

A I’étape k, si le jeton tiré dans le sac Sy est blanc, alors le sac S, ,, contient ....... jetons blancs et ............
jeton noir.
A I’étape k, si le jeton tiré dans le sac S est noir, alors le sac S,,, contient ....... jetonblancet ............

jetons noirs.

I1. Dans un petit pays, un quart de la population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours d’une

épidémie, on constate qu’il y a un vacciné sur 13 parmi les malades. La probabilité qu’une personne soit malade

sachant qu’elle est vaccinée & 0,1.

Calculer la probabilité pour une personne :

- de ne pas étre vaccinée sachant qu’elle est malade ;

- d’étre malade et vaccinée ;

- d’étre malade et non vaccinée ;

- de tomber malade sachant qu’elle n’est pas vaccinée.

I11. On sait que 3 % d’un grand nombre de piéces sont défectueuses. On les contrdle avec deux systémes soit
Sy, soit So.

Le systeme S; accepte 95 % des bonnes pieces et rejette 98 % des pieces défectueuses.

Le systeme S, accepte 97 % des pieces mais 1 % des pieces acceptées sont défectueuses.

Comparer la probabilité qu’il y ait une erreur avec chacun des deux systémes. Commenter.

IV. On dispose de sacs de jetons S, S, ...,S, ... tels que :
e le sac S; contient 2 jetons noirs et 1 jeton blanc ;

e chacun des suivants S, ...,S, ...contient 1 jeton noir et 1 jeton blanc.

n

On se propose d’étudier I’évolution des tirages successifs, effectués de la fagon suivante.

e Premiére étape : on tire au hasard un jeton dans S;.

e Deuxiéme étape : on place le jeton tiré dans S, dans S,, puis on tire, au hasard, un jeton dans S, .

e Troisiéme étape : on place le jeton tiré dans S, dans S,, puis on tire, au hasard, un jeton dans Ss ... et
ainsi de suite...

On modélise I’expérience aléatoire par une loi de probabilité P.

En déduire, pour k >1, les valeurs de P, (E,,;) et P—(E,.;) (sans calcul).

3°) En écrivant P(E, ;) =P(E,NE,,)+ P(Ek N EM), exprimer p,,, en fonction de p,.
On pourra s’aider de I’arbre de probabilité ci-dessous :

m

k+1

. 1
4°) Pour tout entier k >1, on pose u, = p, —5
a) Calculer u,.
b) Déterminer la nature de la suite (u, ).
c) En déduire I’expression de p, en fonction de k pour k >1
d) Déterminer kIim p,. Comment peut-on interpréter ce résultat ?

Reprendre I’exercice en supposant que les sacs de jetons S;, S, ..., S, ...sont tels que :

n
e le sac S; contient 3 jetons noirs et 2 jetons blancs

e chacun des suivants contient 2 jetons noirs et 2 jetons blancs.

V. On se propose de résoudre I’équation différentielle y'—2y =—

E).
l+e™ ©®
1°) Soit g une fonction définie et dérivable sur R et f la fonction définie sur R par f (x)=e*g(x).
a) Justifier que f est dérivable sur R et donner f'(x).

—2e7
Tlte’

b) Démontrer que f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout réel x, ona: g'(x)

On s’efforcera de démontrer cette équivalence le plus proprement possible.
2°) En déduire toutes les solutions de (E).




Correction du devoir

TS3 pour le 8 mars 2010

1. 1°) Arbre de probabilité avec les événements

2°) L épreuve, les urnes se retrouvent chacune dans leur configuration de départ si on a tiré une boule blanche
dans I’'urne U, et une boule blanche dans I'urne U, ou une boule noire dans I’urne U, et une boule noire dans
I’urne U,.

P(A)= P(NlﬂN2)+ P(BlﬂBz)
a c+1 b d+1 a(c+1)+b(d+1)

P(A) X + X =

“a+b c+d+l a+b crd+1 (a+b)(c+d+1)

P(DNA)=P(A)xP(D/A)=0,097

P(DNA)=0,03x098 =0,0294
P(DNA)=P(A)-P(DNA)=0,03-0,0294=0,0006

La probabilité qu’il y ait une erreur de contréle avec le systéme S; est égale a :
P(DNA)+P(DNA)=0,0097 +0,0006 = 0,0103

Le systeme de contrdle S, est donc plus fiable que le systéme de contréle S;.

I1. On note V I’événement « la personne est vaccinée » et M I’événement « la personne est malade ».

X, +h
1 1
P(V)==: P(VIM)=— : P(M/V)=0,1.
(V)=5 ¢ P(VIM)=1= 5 P(MV)
- 1 — 1 12
1)Ona: P(VIM)+P(VIM)=1 donc = +P(V/M)=1donc P(VIM)=1-"=2%.
13 13 13

2°) D’aprés la formule des probabilités composées, ona: P(MNV)=P(V)xP(M/V)= %x 0,1=0,025.

3°) D’aprés la formule des probabilités composées, ona: P(M)xP(VIM)=P(MNV).

P(VNM) 0,025
P(VIM) 1
13
On peut ensuite écrire au choix :

Donc P(M)= =13x0,025=0,325

1) P(MNV)+P(MNV)=P(M) donc P(MNV)=P(M)-P(MNV)
2) P(M mV)=P(M)xP(V/M)=0,325x%=0,3
P(MﬂV)_oﬁ

49 P(M/V)= =04

V.
) . 1
1°)Ona: p1=§.
2°)

A I’étape k, si le jeton tiré dans le sac Sk est blanc, alors le sac S, ,, contient 2 jetons blancs et 1 jeton noir.

A I’étape k, si le jeton tiré dans le sac S est noir, alors le sac S,,; contient 1 jeton blanc et 2 jetons noirs.

I11. 11y a une erreur de contr6le lorsque la piéce est bonne et n’est pas acceptée ou lorsque la piéce est
défectueuse et est acceptée.

1°) Avec le systéme Sy, la probabilité qu’il y ait une erreur est égale a 0,0491.
2°) Avec le systeme S, la probabilité qu’il y ait une erreur de contréle est plus difficile & déterminer.

P(D)=003; P(A)=0,97 ; P(D/A)=0,01;

On en déduit que : P., (Ekﬂ):g et Pg(Ekﬂ):%-

3°) Ey et Ex forment un systéme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités totales, on a :
P(Ey.1)=P(E NEyy)+ P(Ek n Ek+1)
2 1 _ =
-3 F>(Ek)+g P(Ex)
2 1

~2p(e)+31-P(E)]

2 1
=3 Py +§(1— pk)'

On en déduit que p, , _1 ) +1.
3 3
1 11 1
4y u =p -——==—-=-=,
) U =p-3 3 2" 6
11 111 1.1 1) 1
b) Pourtout k>1,0N@: U =P, ——==p +=——==p —===| p —= |==u, .
: R L NP L 3(pk 2J 3"

On en déduit que la suite (u, ) est une suite géométrique de premier terme u, = —% et de raison q =3

1 1 k-1
¢) Pour tout k>1,0na: u, =u xq“" =‘EX(§J .

k-1
N 1 1 (1 1
Pour tout k >1,0na: u, = pk—% dou: p, :uk+5:—gx(§j +5.

1 k-1 1 1
d)Ona: lim|=| =0car -1<=<1donc lim p, ==.
k>+o| 3 3 K—>-+0 2




Lorsque k tend vers +oo, la probabilité de tirer une boule une boule blanche dans le sac Sy tend vers r

- 2 1 2 ) . 1
Avec lareprise : p, =% et p.,= 5 Py +§ ; dans ce cas, on retrouve également, kI|m Py ey

V. 1°) a) f est le produit de la fonction x — e?* par la fonction g.
Toutes les deux sont dérivables sur R donc f est dérivable sur R.

vxeR f'(x)=2e"g(x)+e¥g'(x)
b) f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout réel X, f'(x)—2f(x)=—ﬁ

si, et seulement si, pour tout réel x, 2e2*g(X) +e?g'(x) —2e2g(X) = ————
p /g’(/j g ( )/e/g/(/) 1+e—2x

si, et seulement si, pour tout réel x, e*g’ () “re®

_2e—2x
Tlye®]

si, et seulement si, pour tout réel x, g'(x)

_9na—2X

2°) Les primitives de la fonction u: x> T
+e

sont les fonctions U définies sur R par

U(x)=|n(l+e‘2x)+k avec keR.

Les solutions de (E) sont les fonction f définies sur R par f (x) =eX (In(1+e’“)+ k) avec keR.



