Produit vectoriel dans I’espace

Dans tout le chapitre, on note E I’espace et W I’ensemble des vecteurs de I’espace.

|. Orientation de I’espace

On décide de classer les bases de I’espace en deux classes : directes et indirectes.

1°) Définition

On dit qu’une base (T, I E) de Iespace est directe si et seulement si un observateur placé sur k , avec les

pieds en I’origine de k et la téte en I’extrémité voit la base (T, j) directe (régle du bonhomme d’Ampére,
regle du tire-bouchon et des trois doigts).

Notion de triedre direct/indirect

2°) Exemple

ABCDEFGFH est un cube tel que la base (A—B :AD; ATE) soit directe.
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La base (A—B : Aﬁ;ﬁ) est directe.
La base (ﬁ 'CB: ﬁi) est directe.

La base (ﬁ ‘BC: ﬁz) est indirecte.

Dans toute la suite, I’espace E est orienté.




1. Définition du produit vectoriel de deux vecteurs

Soit u et v deux vecteurs de Iespace.
On appelle produit vectoriel des vecteurs u et v le vecteur w noté u A v ainsi défini :

e Si u et v sont colinéaires, uAv =0.

e Si U et v ne sont pas colinéaires, uAv est le vecteur vérifiant les 3 conditions :
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Commentaire :

Pour I’'angle (ﬁ ;\7), il s’agit d’un angle non orienté de vecteurs. Il n’est pas possible de définir des angles

orientés de vecteurs dans I’espace ; on remarquera que dans ce cas, les vecteurs u et v sont non nuls.
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Exemple :

ABCDEFGFH est un cube d’aréte 1 tel que la base (A—B :AD; ATE) soit directe.
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ABAGH =0 car les vecteurs AB et GH sont colinéaires.
AB A AD = AE
ABAAD est un vecteur orthogonal & AB et AD dont la norme est égale & ABx ADxsin BAD .

Or (AB) L(AD) donc B/ATD:E. Par suite, sin BAD :singzl.

BCAFE=BCABA=BF
Meéthode pour calculer le produit vectoriel de deux vecteurs :

On regarde si les deux vecteurs sont colinéaires.
S’ils ne le sont pas, on détermine sens, direction et norme.

I11. Propriétes

1°) Propriété 1

Soit u et v deux vecteurs de I’espace.

u et v sont colinéaires si et seulement si uAv=0.

A mettre & part

2°) Propriété 2

V(G,V)eW 2 VAU=-UAV (antisymétrie)

3°) Propriété 3

‘v’(ﬁ,\?, VV)EW 3 UA(\7+VV):aA\7+aAVV

Une consequence de cette propriété :
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V(ul, uz,vl,vz)eW ! (u1+u2)/\(v1+v2):u1/\v1+u1/\v2+u2 AV, +U, AV,




4°) Propriéte 4

‘v’(ﬁ,\?)eW 2 vreR (kﬁ)A\?zk(ﬁA\?)

Les propriétés 3 et 4 constituent la bilinéarité du produit vectoriel.

5°) Propriété 5 [Formule du double produit vectoriel]

V(00 W)eW * GA(TAW)=(d-w)y—(d-v)w

1VV. Expression analytigue du produit vectoriel

On considére une base orthonormée directe (T, I E) de I’espace.

Faire une figure d’une base orthonormée directe.
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:(X_:)/\(X’T)+(XT)/\(y’])+(XT)A(Z’E)+(y])A(X’T)+(y])A(y’])+(y])/\(Z’E)+(ZE)/\(X'T)+(ZR)/\(y'])
(

=(yz'—zy")i+(zx—xz") j+(xy'= yx')k

X' |- . s . .
' ‘k (écriture a I’aide de déterminants)



On retient la proprieté.
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V. Applications

1°) Condition analytique de colinéarité de deux vecteurs

Il s’agit d’une condition nécessaire et suffisante pour que deux vecteurs soient colinéaires.

On munit I’espace d’une base directe (T, i, R) .
u(x,y,z) et v(x'y', z') sont deux vecteurs de I’espace.

u et v colinéaires < uAv =0
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2°) Equation cartésienne d’un plan

On munit I’espace d’un repére orthonormée direct (O, i, J, R) .

On donne un point A(X,, Y, Z,) @insi que deux vecteurs u(a, b, c) et v(a', b, c') non colinéaires.

On note P le plan de repére (A, u, \7).
Le vecteur uAv est un vecteur normal & P.
M(x;y;z)eP & m-(ﬁ/\\?)zo
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& (x=%,)x —(y—yo)x a e +(z2-12,)x
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3°) Aire d’un triangle et d’un parallélogramme

On considere un triangle ABC de I’espace.

On sait que A .. :EBAX BCxsinBAC  (formule vue en 1%°).
2
1 — —
Donc A .. :EH ABAAC .

V(A B,C)eE® A, :%H ABAAC |

Exemple :
On considere les points A(1;0;5),B(-2;3;4)etC(3;5;-1).

Calculer I'aire de ABC.

A 41010

ABC —
2

L’aire d’un parallélogramme ABCD est donnée par la formule A ., = %H AB A AD H .

4°) Distance d’un point & une droite

5°) Application en électromagnétisme : la force de Lorentz

F=q(VnB)



Exercices

Soit u et v deux vecteurs de I’espace orienté E.
Démontrer que H UAV H:H u Hx” v H équivauta u L v.

. Soit A, B, C, D quatre points quelconques de I’ espace or orienté E.

— — ——

Démontrer que ABAAC+ACAAD+ADAAB=BCABD.

Soit A,B,C trois points fixés de I’espace orienté E.
On considére I"application ¢ de E dans E : M +—¢(M)=MAAMB+MBAMC+MCAMA,

Démontrer que ¢ est constante.
A quelle condition ¢ est-elle nulle ?

Soit A et B deux points de I’espace orienté E.
Déterminer I’ensemble F des points M de E tels que MAAMB =0.

[5] Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1 dans I’espace orienté.
Déterminer ABAAD, ABAAC, ACABD, ACAAH, ACAAG, AG ABH.



Solutions

On suppose que U et v sont non nuls (c’est-a-dire différents du vecteur nul).

[anv]=ful<]v] = ]s

o~

<[ <sin(:9) = | ¥

& S|n(ﬁ,\7):1

On suppose que I’un des vecteurs u ou v est nul.
ona: | unv=|ufx|v]=]uf<]v]

— — —

_ DB AAC+AD AAB

_ DB AAC+(AB+BD) AB
_BD A (- AC+AB)
_BDACE

_BCABD

¢(M)=MAAMB+MBAMC+MCAMA

_ WA A MB— MC  MB + MC A MA
_CAAME + MC A MA
_ CAAME + MC A (MC + CA)

=CAAMB+MCACA
=-MBACA+MCACA
=BCACA

Donc (M) ne dépend pas de M. Par conséquent, ¢ est constante.

YMecE ¢(M)=0 < BCACA=0
& BC et CA sont colinéaires
< A, B, Calignés



L’ensemble F est la droite (AB).



