Représentations paramétriques de droites dans le

TS - A
plan muni d’un repére

Plan du chapitre :

I. Systéeme d’équations paramétrigues d’une droite dans le plan

11. Systeme d’équations paramétrigues de droites dans |’espace

I11. Systeme d’éguations paramétrigues de plans dans I’espace

IV. Intersection de deux droites de I’espace définies par des équations paramétrigues

Les équations paramétriques ont déja été vues en physique avec les lois horaires.

Le terme d’équation paramétrique a déja été employé au moment des nombres complexes pour les équations
paramétriques de cercles.

Le 8-2-2024

Cours sur les équations paramétriques de droites

Le terme d’équation n’est pas trés bien chaisi.
Dans I’espace, systeme de trois équations paramétriques.

Le 12-1-2021

Dans le cadre de la mécanique du point, en physique, notion d’équation horaire :

x : qch en fonction de t

y : gch en fonction de t

z : qch en fonction de t

La trajectoire est définie par un systeme d’équations paramétriques.

Dans le cadre des mouvements newtoniens, on peut éliminer le parameétre t entre deux équations. On obtient ainsi
une équation de la trajectoire (t en fonction de x par exemple et on injecte dans I’équation non utilisée). On trouve
une équation de parabole.

Le 21-2-2021

Exemple fondamental : paramétrisation d’un cercle dans le plan muni d’un repéere orthonormé
X =cost
y=sint

x=a+Rcost
y=b+Rsint

paramétrisation rationnelle
Le 17-2-2012

Claire Lommé (blog a la date du 22 février 2022 a I’occasion de la Saint-Valentin)

x =16sin’t .
{ (teR) Il s’agit d’une courbe en forme de cceur (en adaptant les

y =13cost —5c0s 2t — 2 cos 3t — cos 4t
bonnes échelles).

Le 1°" mars 2022

courbe en forme de ceeur pour la Saint-Valentin (montré par Hyacinthe Villin)

2
(x—a)2 +(57y_ | x \j <lavec -1<ax<l
On rentre cette inéquation sur Geogebra.

On rentre cette inéquation sur Geogebra (il est possible de rentrer des inéquations dans les derniéres versions de
Geogebra).

Le 13-2-2023

Le cceur d’Eugene Beutel 1909 Stéphane Pasquet

(X +y —1)3 =x’y?

Le 14-2-2022

mise a jour de la calculatrice  équation cartésienne sur équation calculatrice
t : parametre dans la paramétre

Le 14-3-2022

TS Equations paramétriques de plan

On peut donner & A et p des valeurs.

Cela permet d’obtenir des coordonnées de points du plan P.
Equations paramétriques de droites

Permet de donner des points a coordonnées entiéres de D.

Le 8 décembre 2022

Une droite admet une infinité de systemes d’équations paramétriques.

Un systeme d’équations paramétriques dépend du point qu’on choisit et du vecteur directeur.
Au début on a 2 types d’exercices.

Trouver un systéme d’équations paramétriques d’une droite

Définir une droite a partir d’un systeme d’équations paramétriques



I. Systéeme d’éguations paramétriques d’une droite dans le plan

Le plan est muni d’un repére (O,T, ])
1°) Démonstration

Hypothéses : A(X, ; Y,) estun point du plan.

u (oc ; [3) est un vecteur non nul du plan.

D est la droite passant par A et de vecteur directeur U .

2°) Définition

X=X, +lo

Le systeme {
y=Yyat kB

par le point A(x, ;y,) etde vecteur directeur u (o;PB) ; A est appelé le parametre.

Soit M un point quelconque du plan de coordonnées (x;y).

On pourrait traduire la colinéarité des deux vecteurs en utilisant le déterminant.

Ce n’est pas ce que nous allons faire ici.

MeD < AM et U sont colinéaires

o IeR/ AM=2u (AM est colinéaire a u avec u=0)
Xy —Xa =AX;
Y = Ya =AY;
X=X, = Ao
Y=Ya=MB
X=X, +lo
Y=Ya+AP

< IeR/ { (on peut sauter cette étape)

& JheR/ {

@EIXER/{

Remarque sur I’écriture symbolique utilisée :

3 : «il existe »
/: «tel que »

IreR /: «il existe un réel A tel que... »

Un point M (x; y) du plan appartient a la droite D si, et seulement si, il existe un réel A tel que les coordonnées x et

y de M vérifient le systéme. Dans ce cas, A est le réel tel que AM =2u (. est un coefficient de colinéarité).

{x:xA+koc
y=yA+}LB
()

coordonnées de A en couleur coordonnées de u d’une autre couleur

On pourrait aussi utiliser les matrices pour écrire ce systeme d’équations paramétriques.

X
WRHEH
V) \Ya B
Le lundi 28 novembre 2022

systemes d’équations paramétriques de droites en Tale.

X-

WABEH

y Ya Y;
3°) Exemples

e Exemple 1

1% méthode :

On prend le point A c’est-a-dire que I’on prend le repére (A, Aﬁ) pour repere de D.

Un systeme d’équations paramétriques de la droite (AB) s’écrit {
y

On ne cherche pas la valeur de A !

On pourrait aussi utiliser les matrices pour écrire ce systeme d’équations paramétriques.

(A e R) est appelé un systeme d’équations paramétriques de la droite D passant

AeR).
35, (PR



2° méthode :
On prend le point B c’est-a-dire que I’on prend le repére (B, A—B) pour repere de D.

. R . . . i . X=5+4)\"
On obtient le systéme suivant d’équations paramétriques de la droite (AB) : { +2 "y (AM'eR).
y=-2-

11 n’y a pas de lien évident avec le premier systéme.
On utilise la notation A' pour différencier. On pourrait tout aussi bien utiliser la lettre A.

Pour déterminer une équation cartésienne de (AB), on élimine le paramétre entre les deux équations (comme en
physique). Voir exemple 2 (on isole le paramétre et on « injecte » dans I’autre équation / on effectue une
combinaison linéaire en multipliant la premiere équation par 5 et la deuxieme équation par 4 puis on additionne
membre a membre).

Si I’on restreint I’ensemble des valeurs de A, on obtient une partie de la droite (AB).
Par exemple,

pour A €[0;1], on obtient le segment [AB] ;
pour A e [O T+ oo[, on obtient la demi-droite [AB).

En effet, le premier systéme d’équations paramétriques traduit juste I’égalité vectorielle AM =AAB.
On peut faire un graphique permettant de comprendre.

Lorsque A décrit [0;1], M décrit le segment [AB].
Lorsque A décrit [O T+ oo[, M décrit la demi-droite [AB).

e Exemple 2
= . . A - X=-1+2)
On considére la droite D définie par le systeme d’équations paramétriques 342 (A eR).
y=3+
Définir la droite D par un point et un vecteur directeur et tracer D.
Déterminer une équation cartésienne de D.

D est la droite passant par le point A(-1;3) et de vecteur directeur u (2;1).

Pour tracer D, on place le point A et on construit le vecteur u=2i+ j.

On pourrait aussi utiliser deux points (voir le 5°)).

=

On peut noter que le point A correspond au parametre A =0.

Pour déterminer une équation cartésienne de D, on élimine le paramétre entre les deux équations (comme en
physique).

1 méthode :

{x =-1+2% (L,)

y=3+1 (L,)
On isole A dans I’'une des équations paramétriques et on injecte dans I’autre équation.

(L,) donne A =y-3.
On reporte dans (Ll) 1 Xx=-1+2y-6.
Une équation cartésienne de D s’écrit x—2y+7=0.

2° méthode :
x=-1+21 (L)
y=3+2 (L,)

On effectue une combinaison linéaire entre les deux équations de sorte que le paramétre disparaisse.
On multiplie la premiére équation par 1 et la deuxiéme par — 2.

Rappel :

Une équation cartésienne d’une droite dans le plan est une égalité de la forme ax+by+c =0 ou les coefficients a, b,
¢ sont tels que a et b ne soient pas tous les deux nuls.

4°) Utilisation de la calculatrice graphique
Calculatrice Numworks mise a jour (équations cartésiennes etc.)
Le paramétre A est noté t dans la calculatrice.

-1+ Zt}

f(t)z{ 3+t

Domaine de tracé
Tmin - 100
Tmax 100



On donne les bornes pour le paramétre t. On ne peut pas mettre que t va de — o a + oo,
La calculatrice est obligée de calculer plein de valeurs pour faire le tracé.
On obtient seulement un segment de la droite.

Pour tracer une droite donnée sous la forme d’un systeme d’équations paramétriques, on se place en « mode
paramétrique ».

TI : Dans mode, on sélectionne « par ».
On appuie sur la touche Y =.

Dans X,; =, on tape la premiére équation paramétrique ; dans Y,; =, on tape la deuxiéme équation paramétrique.

On précise la fenétre en faisant varier T dans un intervalle assez grand.
Ecrire une équation paramétrique sur calculatrice :
4° ligne par
f(x)
Exemple :

X=—1+2A

=34 (reR).

On désire tracer la droite admettant pour systéme d’équations paramétriques {

Xy =-1+2T
Y =3+T

On obtient T en appuyant sur la touche .

On peut obtenir un tableau de valeurs pour différentes valeurs du paramétre et le tracé de la droite.

5°) Obtention de points

. . e R P . x=1+2A
Considérons la droite D définie par le systeme d’équations paramétriques { +3 N (re R) .
y=-o+
x=1 . . L
A=0 { 3 Le point de coordonnées (1 ; — 3) appartient & D.
y=-
x=3 . . L
=1 5 Le point de coordonnées (3 ; — 2) appartient & D.
y=-
X=7 . . L
A=3 { 0 Le point de coordonnées (7 ; 0) appartient a D.
y =
x=-1 . . L
A=-1 { 4 Le point de coordonnées (- 1 ; —4) appartient a D.
y=-

On peut donner a A des valeurs décimales, fractionnaires, etc.

6°) Comment passer d’une équation de droite a un systeme d’équations paramétriques
Exemple :

On note D la droite d’équation 2x+y—-3=0.

Onisole x ou y.

En isolant y, on obtient y =—2x+3.

On peut écrire X=
y=—2x+3

ou encore .
{y =-2t+3

. s X=

D a pour systéeme d’équations paramétriques (teR).
y=-2t+3

En isolant x, on obtient x = —y+3 )

_—y+3 wol t+3
Onpeutécrire<”~ 2 ouencore { 2
y=y y=t

wol t+3

D a pour systéme d’équations paramétriques <~ 2 (te R) .
y=t

On retiendra que x et y peuvent faire office de paramétres.

D{sz‘l (teR) D’ {Xzz‘t (t'eR)
y=-3t y=-1+t'



IV. Intersection de deux droites du plan définies par des équations paramétrigues

1°) Rappel sur la position relative de deux droites dans I’espace (révision de 6°)

position relative de deux droites du plan

sécantes en un point paralléles
(intersection = 1 singleton)
strictement paralléles confondues
intersection vide
2°) Exemple
x=2t-1 Xx=2-t'
D (teR) D' (t'eR).
y=-3t y=-1+t'

Etudier la position relative des droites D et D",
Si elles sont sécantes, préciser les coordonnées de leur point d’intersection.

Résolution :

4 On peut commencer par tracer les deux droites sur I’écran de la calculatrice (ou sur Geogebra).

On observe que D et D' sont sécantes au point I (—5; 6).

4 Etudions la position relativede D et D'.

Le vecteur u (2 - 3) est un vecteur directeur de D.

Le vecteur u—'(—l;l) est un vecteur directeur de D'.

On observe aisément que les vecteurs u et u* ne sont pas colinéaires (2 arguments possibles : soit dire qu’il n’existe

. o -1
pas de réel k tel que u'=ku soit calculer le déterminant =2x1-(-3)x(-1)=-1).

On en déduit que les droites D et D' ne sont pas paralleles. Par conséquent, elles sont sécantes.

4 Cherchons les coordonnées de leur point d’intersection I.
1% méthode : Tout calculatrice

x=2t-1
y=-
x=2-t'
y=—1+t'

On doit résoudre le systéeme (toutes les équations paramétriques mises en systemes).

Il s’agit d’un systeme linéaire de 4 équations a 4 inconnues (on écrit un seul systéme avec les 4 équations).

Sur le plan pratique, on garde les noms x, y, t pour les inconnues. En revanche, on change le nom de t' : par
exemple u.
On obtient I’affichage :

Solution

2
-5
6
7

cC< X

Le point d’intersection | a donc pour coordonnées (—5; 6).
2° méthode : Résolution « & la main »

2t-1=2-t' (1)

On résout le systeme .
4 {—3t=—1+t' (2)

Il s’agit d’un systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues.

On peut le résoudre de diverses maniéres : par substitution, par combinaisons linéaires etc.
L’équation (1)donne t'=3-2t (1').

On remplace dans (2). On obtient t=-2.

(1) donne alors t'=7.

Le point d’intersection | a donc correspond au paramétre t =—2 dans le systeme d’équations paramétriques de D et
correspond au parameétre de t'=7 dans le systéme d’équations paramétriques de D".

On calcule les coordonnées de | grace a I’un des deux systemes d’équations paramétriques (I’autre systeme peut
servir de vérification ; on trouve les mémes coordonnées avec les deux systemes évidemment).

1(~5;6)
A noter :

Méme si les deux droites sont données par des systemes d’équations paramétriques utilisant le méme parametre, il
faut les différencier en leur donnant des noms différents (t pour la premiére par exemple et t' pour la deuxiéme).

10



Représentations paramétriques de droites et de plans

TS . o N
dans I’espace muni d’un repéere

Plan du chapitre :

I. Systéeme d’équations paramétrigues de droites dans I’espace

11. Systeme d’équations paramétrigues de plans dans I’espace

I11. Intersection de deux droites de I’espace définies par des équations paramétriques

I. Systéeme d’éguations paramétrigues de droites dans I’espace

L’espace est muni d’un repére (O,T, 1, R) )

1°) Définition

A(xA i YA zA) est un point fixé et ﬁ(a B y) est un vecteur non nul.
X=X, +A0

Le systeme qy =y, +AP (x € R) est appelé systeme d’équations paramétriques de la droite D passant par
Z=17,+M\y

le point A et de vecteur directeur u.

(systeme de 3 équations paramétriques ; méme A dans les 3 équations).

A Pas d’équations cartésiennes de droites dans I’espace.

La démonstration est identique a celle du plan.
On n’utilise pas le critére de colinéarité avec les trois déterminants.

2°) Exemple

X=-1+31
D y=1-2) (keR)
z2=4+A

D est la droite passant par le point A(—1;1;4) [obtenu pour 2 =0] et admettant le vecteur 6(3 ;—2;1) pour
vecteur directeur.

Lorsque A prend toutes les valeurs possibles dans R, on obtient les coordonnées de tous les points de D.

11

11. Systeme d’équations paramétrigues de plans dans I’espace

L’espace est muni d’un repére (O,T, 1, R) )
1°) Démonstration

A(X4; Ya i Z4) estun point fixe.
ﬁ(a B y) et ﬁ'(a'; B, y') sont deux vecteurs non colinéaires.

P : plan de repére (A, u, u—')

u'
A;/}i

M(x;y; z) est un point quelconque de I’espace.
MeP < AM, u, u' sont coplanaires

& 3I(A;1")eR*/ AM=2u+)'u’ (AM est combinaison linéaire de u et u')

X=Xy =Ao+A'a’
Y=Ya=AB+AB
Z-Z,=Ay+A"y'

& 3(A;r)eR?/

X=Xy +A0+A'a’
Y= Ya+tAB+A B
Z=17,+ Ay +A'y'

& 3(A;r)eR?/

2°) Définition

A(X4 5 Ya 5Z4) estun point fixé.

u(o;By) et u'(a';B';v') sont deux vecteurs non colinéaires.

X=Xy +Ao+A'a’

Le systéme qy =Yy, +AB+A'B" ((A;1)e R?) est appelé systéme d’équations paramétriques du plan P de
Z=17,+ Ay +A"y'

repére (A, u, u—').

On verra ultérieurement qu’un plan de I’espace peut étre caractérisé par une équation cartésienne.
On pourrait aussi utiliser les matrices pour écrire ce systeme d’équations paramétriques.

On peut donner a A et p des valeurs. Cela permet d’obtenir des coordonnées de points du plan P.




3°) Exercices
e Exercice 1

A(1;4;-3)

On Vérifie aisément que les vecteurs u et u' ne sont pas colinéaires.
Déterminer systéme d’équations paramétriques du plan P de repere (A, u, u—').

X=1+t
Un systéme d’équations paramétriques du plan P de repére (A, u, u—') s'écrit {y =4+t' ((t,t') € RZ) .
z=-3+2t-t'
Lorsque tet t' prennent toutes les valeurs possibles dans IR, on obtient les coordonnées de tous les points de P.
Il est possible d’éliminer les parametres entre les équations.
Ainsi :

- la premiére équation paramétrique donne : t=x-1;
- la deuxiéme équation paramétrique donne : t'=y—4.

En reportant dans la troisiéme équation paramétrique, on obtient : z=-3+ 2(x —1) —(y —4) d’ou en développant et
réduisant : 2x—y—z-1=0.

Une telle équation, de la forme ax+hy+cz+d =0 avec a, b, ¢ non tous nuls, est appelée une équation cartésienne
du plan P.

Les équations cartésiennes de plans seront étudiées dans le chapitre « L’espace muni d’un repére orthonormé ».

e Exercice 2
x=1+t

On considére leplan P { y =3+t ((tLt)er?).
z=4+t+2t'

Le point A(6;—4;— 5) appartient-ila P ?

Pour savoir si le point A appartient ou non a P, on cherche s’il existe deux réelstet t' tels que

X, =1+t 6=1+t ()
Y, =3+t qui s’écrit aussi { —4 =3+t (2).
Z, =4+t+2t" —5=4+t+2t' (3)

On a un systeme linéaire de trois équations et deux inconnues.

On peut éventuellement utiliser la calculatrice pour résoudre le systeme.

13

e R i

I Ce systeme est pléthorique (du mot pléthore = excés) en équations par rapport au hombre d’inconnues.

|
I Meéthode :

I on prend le systeme formé par deux équations.
I On regarde ensuite si la troisieme équation — celle qui n’a pas été prise dans le systéme — est vérifiée par
| lesvaleursdetet t'.

1
On considere le systeme {(2)

(1) & 6=1+t
& t=5

(2) & -4=3+t’

St'=-7
On constate que I’équation (3) est vérifiée pour t=5ett'=—7.

On en déduit que A appartient a P.

I11. Intersection de deux droites de I’espace définies par des équations paramétrigues

1°) Rappel sur la position relative de deux droites dans I’espace

position relative de deux droites dans I’espace

coplanaires non coplanaires

intersection vide

sécantes en un point
(intersection = 1 singleton)

paralléles

confondues

strictement paralléles
intersection vide

connu depuis la 6°

14



2°) Exemple

x=t+1 Xx=8t'+2
D y=4t (teR) D'<y=—t'-1 (t'eR)
z=—1t+1 z=t'+1

Etudier la position relative des droites D et D",

1% méthode :

» On regarde d’abord si les droites D et D' sont paralléles.

La droite D admet le vecteur u (1; 4; —1) pour vecteur directeur.

La droite D' admet le vecteur u’ (8;—1;1) pour vecteur directeur.

On observe que les vecteurs u et u’ ne sont pas colinéaires.
Donc D et D' ne sont pas paralléles.

» On regarde ensuite si les droites D et D' sont sécantes.

t+1=8t+2 (1)

On considére pour cela le systeme (1) < 4t =—t'-1 (2).

-t+1=t'+1 (3)

On peut éventuellement utiliser la calculatrice pour résoudre le systeme.

| 1
1 11 s’agit d’un systéme linéaire de 3 équations a 2 inconnues. 1
Ce systéme est pléthorique (du mot pléthore = excés) en équations par rapport au nombre I
: d’inconnues. :
I Méthode : |
1 On considere le sous-systéme formé de 2 équations de maniére & avoir un systeme linéaire de 2 1
I équations a 2 inconnues. I
On résout ce systeme (méthode au choix : sushstitution, combinaiaons linéaires, avec les matrices :
etc..
I Si la valeur de t est la méme pour les trois équations, alors le systéme admet une unique solution et 1
1 I’on pourra dire que le point appartient bien & la droite D. 1
I Si les valeurs de t sont différentes pour les trois équations, alors on pourra dire que le systeme |
| d’admet pas de solution. :

1
Considérons le systeme {(2) (sous-systéme).

15

On le résout aisément, par exemple par substitution.

(3) n’est pas vérifiée pour le couple (1—31 i— %j donc le systeme (1) n’admet pas de couple solution.

Par conséquent, DND'=J.
On en déduit que les droites D et D’ ne sont pas coplanaires.
2° méthode :

Xx=t+1
y =4t

, . z=—1t+1
On résout le systéme
x=8t'+2

y=-t'-1
z=t'+1

On peut utiliser la calculatrice pour résoudre le systéme.

Ce systeme n’a pas de solution. Les droites D et D' ne sont donc pas sécantes.
On Vérifie ensuite qu’elles ne sont pas paralléles.

On en déduit que les droites D et D’ ne sont pas coplanaires.

3° méthode :

On utilise la propriété suivante.

).

Soit D une droite de repére (A, u
e (A’, u—')

Soit D' une droite de reper

D et D' sont coplanaires <> AA', U, U’ sont coplanaires.

16



1
Le point A| 0 est un point de D.
1

2
Le point A'| —1 est un pointde D'.

Le vecteur U |4 est un vecteur directeur de D.
-1

8
Le vecteur u’| —1 est un vecteur directeur de D".
1

Pour savoir si les vecteurs AA', U, u' sont coplanaires ou non, on calcule le déterminant du triplet (AA u, u—')

dans la base (T, 1, R) )

Il s’agit d’un déterminant 3 x 3 qu’on calcule a I’aide de la calculatrice.

1 1 8
-1 4 -1]|=12=%0
0 -1 1

Calculatrice Numworks

Aller dans la Boite a outils
Matrices et vecteurs
On rentre la matrice des coordonnées des 3 vecteurs.

1 1 8
-1 4 -1
0 -1 1

Cliquer ensuite sur les 3 petits points. On obtient les résultats complémentaires.

17

On peut sans inconvénient intervertir les vecteurs AA', u, u'. Selon la permutation, le résultat du
déterminant sera soit égal a 12 soit a — 12. La conclusion ne sera pas affectée car la seule chose qui
nous importe est de savoir si le résultat du déterminant est non nul.

Les vecteurs AA', U, U’ ne sont pas coplanaires donc les droites D et D' ne sont pas coplanaires.

18



Remarque sur les notations

2 équations de droites dans le plan
ax+by+c=0

a'x+b'y+c'=0

Pas de confusion, on note x et y aussi bien pour la f’e droite que pour la deuxiéme droite.
Par contre, on a noté a, b, ¢ les coefficients de la 1°¢, et a', b', ¢' les coefficients de la deuxiéme.

x ety jouent le role de variables muettes.

Dans I’espace, pas de confusion si on a deux droites de I’espace définies par des systéemes d’équations
paramétriques. On utilise les lettres x, y, z pour les deux droites (et non X, y, z pour la premiére et x’, y’, z’ pour la
seconde).

Pour savoir si deux droites sont sécantes, on égalise les « 2 X », les « 2'y », les « 2 z » ¢’est-a-dire que I’on résout le
systéme linéaire formé des équations « x du 1% systéme = x du 2° systéme », « y du 1* systéme =y du 2° systéme »,
«z du 1% systéme = z du 2° systéme ».

Attention, on doit différencier les paramétres intervenant dans les systemes d’équations paramétriques des deux
droites. On obtient un systéme linéaire de trois équations a 2 inconnues.

On prend le systeme formé par deux équations. On le résout.

On regarde si la derniére équation est vérifiée.
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Plan muni d’un repere orthonormé
(x-1)"+(y+2)" =21
(x-1)"-(y+2)'=21

Dans les 3 petits points
Détails rayon, centre etc.

Il faut aller dans fonctions.
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